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1 
Wolno drukować, z warunkiem złożenia w Komitecie 
=- Cenzury po wydrukowaniu, prawem Popa liczby 
exemplarzy. 
Wawa dola 18/,, Marca 1847 r,- 


Cenzor Niezabitowski. 3 
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OD FAGWAGZA, 


Jakkolwiek małe.są odmiany wpro- 
wadzone do obecnego wydania, prze- 
ciez i takich nie wolno jest czynić tłu- 
maczowi, zwłaszcza w dziele autora, 
tak wielkie jak Legendre mającego 
imię; niegodziłoby się przeto nie dać 
jakiego bądź z tego powodu usprawie- 
dliwienia. Najważniejszą ze zmian 
lub dodatków wprowadzonych, jest ró- 
źny od podanego w oryginale, wykład 
teoryi linij równoległych. Przedmiot 

ten pomimo pięknego wykłada w dzie- 
le a a, jest dla poczynającyci 


f 
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niedostępnym, z powodu dowodzeń ro- ` 
zmaitych prawd, wymagających głę- 
bokićj rozwagi; aby przeto ułatwić 
pojęcie téj części geometryi, ośmieli- 
łem się podać znany powszechnie 
sposób traktowania tego przedmiotu, 
który będąc prostszym i łatwiejszym, 
snadnićj trafi do przekonania młodo- 
cianych umysłów. 


A 2. 


http://rcin.org.pl s 


BIUĘGA PIERWSZA: 
ZASADY. 


POLDI 


©pisania. 


1. Geometrya jest nauka, mająca za przed- 
mjot mierzenie rozciągłości. 

Rozciągłość ma trzy wymiary: długość, 
szerokość i wysokość, czyli grubość. 

2. Linia jest długość bez szerokości i wy- 
sokości. 

Końce linii nazywają się punktami; więc 
punkt nie ma rozciągłości. 
- 3. Linią prostą nazywa się najkrótsza dro» 
ga od jednego punktu do drugiego. 

4. Linia, która nie jest prostą i nie składa 
się z linij prostych, nazywa się linią krzywą, 

1 
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I tak (fig. I) linia AB jest linią prostą; ACDB 
linią łamaną, czyli składającą się z linij pro- 
stych; AEB jest linią krzywą. 

5. Powierzchnią jest to. co ma długość i 
szerokość bez wysokości, czyli grubości. 

6. Płaszczyzną nazywa się powierzchnia, 
„do którćj przystaje w całć; długości linia pro- 
sta, łącząca dwa punkta na tćj powierzchni 
dowolnie obrane. R 

1. Powierzchnia, która nie jest płaszczy- 
zną i nie składa się z kilku płaszczyzn, nazywa 
się powierzchnią krzywą. 

8. Bryłą.lub ciałem jest to, co ma (rzy 
wymiary rozciągłości, 

9. Jeżeli dwie linie proste (fig. 2) ABi 
AC przecinają się z sobą, natenczas ilość, 
o którą one, co do położenia swego, są od- 
dalone od siebie, nazywa się kątem; punkt A, 
w którym dwie linie AB i AC przecinają się, 
jest wierzchołkiem kąta, a linie AB i -AG są 
jego ramionami. 

Kąt oznacza się niekiedy jedną tylko gło- 
ską A, napisaną przy jego wierzcholku; zwy- 
kle zaś kąt wyrażają trzema głoskami BAG 
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lub CAB, bacząc aby głoska napisana przy 
wierzchołku, pomiędzy dwiema innemi była 
wymówiona. 

Kąty, podobnie jak wszelkiego rodzaju 
ilości, mogą być dodawane, odejmowane 
mnożone i dzielone, i tak (fig. 20): kąt DCE 
jest summą kątów DCB i BCE, kąt BCD jest 
różnicą pomiędzy kątami DCE i BCE. 

10. Jeżeli linia prosta (fig. 3) AB, spoty- 
kając się z drugą linią prostą CD, tworzy dwa 
kąty przyległe BAC i BAD, równe sobie, na- 
tenczas każdy z tych kątów nazywa się kątem 
prostym, a linia AB prostopadłą do CD. 

11. Wszelki kąt (fig. 4) BAC mniejszy od 
prostego nazywa się kątem ostrym, akąt DEF 
większy od prostego kątem rozwartym. 

12. Liniami równoległemi nazywają się 
dwie linie proste, leżące na jednćj płaszczy- 
znie, które będąc jak najdalćj przedłużone, 
nigdzie nie mogą spotkać się z sobą. Takie- 
mi są (fig. 5) linie AB i CD. 

13. Figurą płaską nazywa się płaszczyzna, 
. ze wszech stron zamknięta liniami. Miejsce 
- zamknięte liniami prostemi nazywa się figurg 
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prosto-kreslną lub wielokątem (fig. 6), same 


zaś linie razem wzięte stanowią obwód wie- 


lokąta, a oddzielnie uważane są jego bokami. 


14. Wielokąt o trzech bokach jest naj-- 


prostszym ze wszystkich i nazywa się trójką- 
tem; wielokąt o czterech bokach nazywa się 
czworokątem; o pięciu, pięciokątem; EW 
szesciokątem; i t. d. * 

15. Trójkąt, którego wszystkie bəki są 


sobie równe (fig. 7), nazywa się trójkątem ` 


równobocznym; trójkąt równoramienny jest 
wtenczas, kiedy tylko dwa jego boki są sobie 
równe (fig. 8); trójkąt różnoboczny zaś wte- 
dy, kiedy wszystkie trzy jego boki są różne 
(fg. 9). 

16. Trójkąt, w którym jeden kąt jest pro- 
sty, nazywa się trójkątem prostokątnym. Bok 
przeciwległy kątowi prostemu nazywa się 
przeciwprostokąlną; i tak (fig. 10) trójkąt ABG 
jest prostokątnym przy A, i bok jego BC jest 
przeciwprostokątną. 

17. Pomiędzy czworokątami odróżniamy: 

. Kwadrat (fig. 11), w którym wszystkie 
boki są sobie równe i kąty proste. 
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Prostokąt, który mą kąty proste, lecz boki 
nierówne (fig. 12). 

Równoległobok (fig. 18), w którym boki 
naprzeciw siebie leżące są rownoległe. 

Kwadrat ukośny (fig. 14), w którym boki 
są równe, lecz kąty nie proste. 

Nakoniec trapez, w którym dwa tylko boki 
(fig. 15) są równoległe do siebie. 

18. Przekąlną nazywa się linia, łącząca 
wierzchołki dwóch kątów wielokąta nie przy 
- sobie leżących; taką jest (fig. 42) linia AC. 

19. Wielokątem równobocznym nazywa się 
wielokąt, w którym wszystkie boki są sobie 
równe; wielokątem równokąlnym nazywa się 
wielokąt, którego wszystkie kąty są sobie 
równe. * 

20. Dwa wielokąty są równoboczne pomię- 
dzy sobą jeżeli boki jednego są równe bokom 

drugiego wielokąta, i jeżeli są jednakowo 
ułożone; t. j. jeżeli postępując po ich obwo- 

"dach w jednakowym kierunku, pierwszy bok 

jednego wielokąta będzie równy pierwszemu 

bokowi drugiego, drugi bok pierwszego ró- 
i ży 
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wny drugiemu drugiego, trzeci bok pierwsze- 
go równy trzeciemu bokowi drugiego, i t.d. 
Łatwo się domyślćć, jakie wielokąty nazywa- 
my równokątnemi, 

W pierwszym boki, a w drugim przypad- 
ku kąty sobie równe nazywają się odpowie- 
dnićmi. M 

NB. Wtóm dziełku mówić będziemy tyl- 

ko o figurach położonych na pła- 
szczyznie.. 


Objaśnienie wyrazów i znaków. 


Pewnikiem nazywa się prawda, sama przez 
się widoczna. 

Twierdzeniem nazywa się prawda, która 
staje się widoczną w skutek rezumowania, 
nazywanego dowodzeniem. 

Zagadnienie jest pytanie dane do rozwią 
zania. n a: Soat 

Twierdzeniem przybraném nazywa się pra- 
wda, użyta w pomoc dla dowiedzenia twier- 
dzenia, lub rozwiązania zagadnienia. 

Ogólna nazwa podanie, stosuje się tak do 
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twierdzeń, jako. też zagadnień i twierdzeń 
przybranych. 

Wnioskiem nazywa się prawda, wynikają- 
ca zjednego, lub kilku podań. 

Uwaga czyni się nad jednóm lub kilkoma 
podaniami poprzedzającómi, aby dać poznać 
ich związek, użyteczność i stosowanie się do 
niektórych szczególnych, lub wszystkich przy- 
padków. 

Założeniem nazywa się przypuszczenie uczy 
nione w wysłowienia twierdzenia, lub też 
w ciągu dowodzenia, 

Znak == oznacza równość; i tak wyrażenie 
AEŻB oznacza, że A jest równe B. 

Aby oznaczyć że A jest mniejsze od B, pi- 
sze się A << B. 

Aby oznaczyć że A jest większe od B, ABC 
«sze się A >B. 

Znak -|- wymawia się więcćj, i oznacza do- 
dawanie. 

Znak — wymawia się mnićj, i oznacza odćj- 
mowanie; i tak: A + B oznacza summę ilości 
AiB; A —B oznacza ich różnicę, czyli to 
co pozostaje po odjęciu B od A; podobnież 


http://rcin.org.pl 


8 


-Á —B +C, albo A + € — B oznacza, że od 
summy ilości A i G należy odjąć B. 

Znak X oznacza mnożenie; i tak A X B 
wyobraża iloczyn z pomnożenia A przez B. 
Zamiast znaku X używa się niekiedy krop- 
ka,i tak AB jest to samo co A X B; nie- 
kiedy iloczyn oznacza się, pisząc obok siebie 
ilości dane do mnożenia bez żadnego znaku, 
np. AB; lecz podobny sposób pisania tylko 
wtenczas można używać, kiedy wyrażenia AB 
nie używamy zarazem na oznaczenie linji 
prostćj, t. je odległości pomiędzy dwóm:a 
punktami A i B. 

Wyrażenie AX B+C—D ) oznacza ilo 
czyn zA przez ilość B+ C — D. Jeżeliby 
potrzeba było mnożyć A+4-B przez A— B+C, 
iloczyn oznaczylibyśmy przez (A +B) )X 
(A— B + C); wszystko co jest zawarte mię- 
dzy nawiasami uważa się za jedną ilość. 

Liczba położona przed ilością, jest mno- 
żnikiem tejże ilości; i tak aby oznaczyć że li- 
nia AB ma bydź wzięta razy trzy, pisze się 
3AB; aby oznaczyć pół kąta A, pisze się 1/4 A 

Kwadrat z linii AB oznacza się przez AB2, 
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sześcian z nićj przez ABs. Na właściwóm miej- 
scu okażemy wyraźnićj znaczenie kwadratu 
i sześcianu z linji jakićjkolwiek. 

Znak [/ oznacza pierwiastek, który należy 
wyciągnąć; tak |/2 jest pierwiastkiem kwa- 
dratowym z 2; VAXB jest pierwiastkiem 
kwadratowym z iloczynu A X B, albo średnio 
jeometrycznie proporcyenalną międzyA i B. 


Pewniki. 


1. Dwie ilości równe trzecićj, są sobie 
równe. i 

2. Całość jest większa od swojéj części. 

3. Całość jest równa summie części, na 
które ją podzielono. 
_4. Pomiędzy dwóma punktami można po- 
prowadzić tylko jednę linję prostą. ; 

5. Dwie wielkości, to jest: linje, powierz- 
chnie lub bryły, są sobie równe, jeżeli będąc 
położone na sobie, przystają do siebie w ca- 
łój rozciągłości. 


D miaa g 
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PODANIE L < 
Twierdzenie. 
Wszystkie kąty proste są sobie równe. 


Niech będzie (fig. 16) linia CD prostopadła 
do AB, i GH prostopadła do EF, mówię że 
kąty ACD i EGH są sobie równe. 

Wziąwszy części równe CA, CB, GE, GF, 
linia AB będzie równa EF, i linią EF można 
tak położyć na AB,'że punkt E padnie na A, 
i punkt F na B. Te dwie linie, będąc tak 
na sobie położone, przystaną do siebie w ca- 
łćj długości; gdyż w razie przeciwnym pomię= 
-dzy dwóma punktami A i B można by było 
poprowadzić dwie linie proste, co bydź nie- 

„może (pew. 4); a zatóm punkt G, środek lmii 
EF, padnie na punkt ©, środek linii AB. 
Przyłożywszy ramię GE do CA, powiadam że 
i ramię GH pójdzie po CD; gdyż przypusćmy, 
że padnie na linią CK różną od CD; ponis- 
waż podług przypuszczenia kąt EGH—HGEF, 
przeto i kąt ACK = KCB, że zaś kąt ACK 
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jest większy od AGD, i nadto podług przy- 
puszczenia, kąt ACD—BQOD, przeto kąt ACK 
jest większy od KCB, a zatćm linia GH niemo- 
że pójść po linii CK, różnćj od CD, lecz przy- 
stanie do GD, i kąt EGH przystanie do ACD; 
więc wszzstkie kąty proste są sobie równe. 


PODANIE IL. 
-Pwierdzenie. 

Wszelka linia prosta (fig. 17) CD, spoty- 
kająca się z drugą AB, tworzy znią dwa kąty 
przyległe AGD i BCD, których summa jest ró- 
wna dwóm kątom prostym, | 

Wystawiwszy z punktu C linią CE prosto- 
padłą do AB, kąt ACD będzie saummą kątów 
ACE i ECD; więc ACD -+ BCD jest summą 
trzech kątów ACE, ECD i BCD, z których 
pierwszy jest kątem prostym, a dwa pozosta- 
łe razem stanowią drugi kąt prosty BCE; 
Więc summa dwóch kątów ACD, BCD jest 
równa dwóm kątom prostym. 

Wniosek 1. Jeżeli jeden z dwóch kątów 
ACD i BCD jest prosty, i drugi także musi ` 
być kątem prostym. 


http://rcin.org.pl 


12 


Wniosek 2. Jeżeli linia (fig. 18) DE jest 
prostopadła do AB, linia AB będzie prosto- 
padła do DE. 

Ponieważ linia DE jest prostopadła do AB, 


przeto kąt ACD jest równy kątowi jemu przy- . 


ległemu DCB i oba są proste. Lecz ponie- 
waż kąt ACD jest kątem prostym, przeto kąt 
jemu przyległy ACE jest także prosty; a zatóm 
kąt ACE==AQD, i linia AB jest prostopadła 
do DE. wb 
Wniosek 3. Wszystkie kąty kolejne (fig. 34) 
BAC, CAD, DAE i EAF, utworzone z jednćj 


OBY A + Ą . | 
strony linii prostćj, razem wzięte stanowią 


dwa kąty proste; gdyż summa ich jest równa | 


summie dwóch kątów przyległych BACi CAF. 


PODANIE ML 
Twierdzenie. 


Dwie linie proste mające wspólne dwa 


punkta, przystają do siebie w całćj długościi 


tworzą jednę linję prostą. 


Niech będą (fig. 19) dwa punkta wspólne: 


A iB; dwie linie proste pomiędzy punkta- 
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mi AiB tworzą jednę linią prostą, gdyż 
inaczej pomiędzy dwóma punktami można 
by było poprowadzić dwie linie proste, co 
bydź nie może (pew. 4). Przypuśćmy że li- 
nje te będąc przedłużone, zaczynają się roz- 
chodzić w punkcie C, i jedna z nich staje się 
GD, a druga CE; przez punkt C poprowadź- 
my linią CF, któraby z linią CA utworzyła 
kąt prosty ACF. Ponieważ linia ACD jest 
prosta, przeto kąt FCD będzie prosty (pod. 2. 
wn. I); ponieważ linia ACE jest prosta przeto 
podobnież kąt FCE jest prosty i tém samem 
równy kątowi prostemu FCD, leczkąt FCE, 
jako część, nie może być równy całości FCD; 
przeto linie mające dwa punkta wspólne nie 
mogą się nigdzie w przedłużeniu rozchodzić; 
a zatóm one tworzą jedną i tęż samą linią 
prostą. 


= 


PODANIE IV. 


Twierdzenie. 
Ramiona zewnętrzne ACi CB dwóch kątów 
przyległych (fig. 20) ACD i DCB, których sum- 
i 2 
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ma jest równa summie dwóch kątów prostych, 
stanowią jednę linią prostą. 

Jeżeli bowiem linia CB nie jest przedłuże- 
niem AC, niech będzię nićm CE, i wtedy, 
ponieważ linia ACE jest prosta, przeto sum- | 
ma kątów ACD i DCE równa się dwóm kątom 
prostym (pod. 2). Lecz z przypuszczenia sum- 
ma dwóch kątów ACD i DCB jest równa dwóm 
“katom prostym, a zatćm ACD ++ DCB, równe 
ACD + DCE; odejmując od obu summ kąt 
ACD, pozostałaby część DCB równa całości 
DCE, co bydź nie może; a zatćm CB jest 

przedłużeniem linii prostćj AC. 


PODANIE V. 
Twierdzenie. 


Kąty wierzchołkiem stykające się (fig. 21), 
 uiworzone przez dwie linie proste AB t DE prze- 
cinające się, są sobie równe. 
Ponieważ linia DE jest prosta, przeto sum- 
ma kątów ACD i ACE jest równa dwóm ką- 
tom prostym, i ponieważ linia AB jest prosta, 
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przeto summa kątów ACE i BCE jest równa 
także dwóm kątom prostym; więc summa 
ACD--ACE jest równa summie ACE--BCE. 
Odejmując od jednćj i ód drugićj summy kąt 
im wspólny ACE, pozostanie kąt AGD równy . 
kątowi BCE. 

Podobnie możnaby dowieść, że kąt ACE 
jest równy kątowi BCD. 

Uwaga. Summa czterech kątów, utworzo- 
nych na około punktu, przez dwie linie proste - 
przecinające się, jest równa summie czterech 
kątów prostych; gdyż dwa kąty ACE i BCE, są 
równe dwóm kątom prostym, i dwa inne kąty 
ACD i BCD tworzą drugie dwa kąty proste, 

W ogólności, jeżeli (fig. 22) ilekolwiek 
linij prostych CA, BC, i t.d. przecina się z sobą 
w punkcie C, summa wszystkich kątów ko- 
lejnych ACB, BCD, DCE, ECF i FCA będzie 
równa cztórem kątom prostym; gdyż popro- 
wadziwszy przez punkt C dwie linie do siebie 
prostopadłe, przestrzeń zajęta przez tak utwo- 
rzone cztery kąty proste, będzie taż sama 
co przestrzeń pt przez ky kolejne ACB, 
BOD i t. d. à 
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PODANIE YI. 
Twierdzenie. 


Dwa trójkąty mające po kącie równym, za- 
wartym pomiędzy dwóma bokami > 
równómi, są sobie równe. 

Niech będzie (fig. 23) kąt A równy kąto- 

wi D, bok AB równy BE i bok AC równy 
DF;powiadam że i trójkąty ABC i DEF będą 
sobie równe. W samćj rzeczy jeden z tych 
trójkątó+ można położyć na drugim tak, że 
przystanie do niego. I tak, przyłożywszy bok 
DE do jemu równego boku AB, punkt D 
padnie na A i punkt E na B; ponieważ kąt 
D jest równy kątowi A, więc jeżeli bok DE 
będzie położony na AB, bok DF przysta- 
nie do AC. Nadto dla równości boków DF 
i AC, punkt.F padnie na C, i trzeci bok EF 
przykryje trzeci bok BC; więc trójkąt DEF 
jest równy irójkątowi ABC (pewn. 5). 

Wniosek. Ztąd że te dwa trójkąty mając 
po trzy rzeczy równe t.j. kąt A= D, bok 
AB =DE i bok AC—DF, przystają do sie» 
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bie, wynika, że i trzy pozostałe rzeczy jedne- 
go są równe trzem pozostałym rzeczom dru- 
giego trójkąta, a mianowicie: kąt B = E; 
kat C==F i bok BCZ=EF. 


PODANIE VII. 
pr Twierdzenie. 


Dwa trójkąty są sobie równe, jeżeli mają 
po boku równym, leżącym przy dwóch kątach 
odpowiednio równych. 

Niech będzie (fig. 23) bok BC równy bo- 
kowi EF, kąt B równy kątowi E, i kąt Cró- 
wny kątowi F, powiadam że trójkąt*DEE 

będzie równy trójkątowi ABC. 

Gdyż przyłożywszy bok EF do równego 
jemu BC, punkt E padnie na B, i punkt F 
na C. Ponieważ kąt E jest równy kątowi B, 
przeto bok ED przystanie do boku BA, a tém 
samém punkt D padnie na którykolwiek punkt 
linii BA. Podobnież dla równości kąta F 
kątem C, bok FD pójdzie po CA, i punkt 
D padnie gdziekolwiek na bok CA; więc punkt - 

9k 
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D ma się znajdować na dwóch liniach BA i 
CA, a zatćm padnie na wspólne ich przecię- 
cie A; przeto dwa trójkąty ABC i DEF, przy- 
stają do siebie i są sobie równe. 

Wniosek. Z równości pomiędzy trzema rze- 
czami dwóch trójkątów. a mianowicie z tego 
że bok BC=FEF, kąt B=E, C—=F, można 
wnieść o równości trzech rzeczy pozostałych, 
to jest: że bok AB=DE, AC—DF, kąt 
A=D. 


PODANIE VII 
Twierdzenie. 

W każdym trójkącie bok którykolwiek jest 

. A , L [4 
mniejszy od summy dwóch innych boków. 

Ponieważ (fig. 23) linia prosta BC jest naj- 
krótszą drogą (opis 8) od punktu B do C, a 
zatóm BC jest mniejsze od AB + AC. 


PODANIE IX. 
Twierdżenie. 
Jeżeli punkt (fig. 24).0 obrany wewnąlrz 
trójkąta ABC, połączymy z końcami jakiego- 
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bądź boku BC, liniami prostemi OB i OC, 
summa tych linij będzie mniejsza od summy 
pozostałych boków AB i AC trójkąta. 

Przedłużywszy BO do przecięcia się z bd- 
kiem AC w D, linia OC będzie, krótszą od 
OD-+- DC (pod 8), dodawszy do każdćj z tych 
ilości BO, będzie BO + OC< BO + OD 
+DC, czyli BO + OC< BD + DC. 

Podobnież mamy BD <7 BA +- AD; przeto 
dodawszy do obu ilości DC, będzie BD +- 
DC0< BA + AG. Lecz poprzednio znalezliś- 
my że BO + OC< BD + DC, przeto tém 
bardzićj BO + OC<<BA + AC. 


PODANIE X. 


Twierdzenie. 

Jeżeli dwa boki AB i AC trójkąta ABC, (fig. 
25, 26 i 27) są równe dwóm bokom DE i DF, 
trójkąta DEF, lecz jeżeli kat BAC, zawarty po- 
między bokami pićrwszćmi, jest większy od kąta 
EDF utworzonego przez dwa drugie boki, bok 
trzeci BC trójkąta pićrwszego, będzie większy 
od boku trzeciego EF w drugim trójkącie. 
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Narysowawszy kąt CAG =D, wziąwszy 
AG—=DE i połączywszy C z G linią prostą 
CG, trójkąt GAG będzie równy trójkątowi 
` DEF; gdyż one z wykreślenia mają po kącie 
równym, objętym bokami równemi (pod. 6), 
a zatóm CG—=EF.  Zdarzyć się mogą tutaj 
trzy przypadki: albo punkt G padnie zewnątrz 
trójkąta ABC, albo na bok jego BC, lub też 
wewnątrz trójkąta. 


Przypadek l. Linia (fig. 25) prosta GC 
jest krótsza od GJ + JC, linia prosta AB jest 
krótsza od AJ + JB; przeto GC + AB Z GJ 
+AJ + JC + JB, czyli GC -+ AB < AG + 
BC. Odjąwszy z jednćj strony AB i z drugićj 
strony jemu równe AG, pozostanie GC < BC; 
ponieważ zaś GC = EF, przeto EF < BC. 

Przypadek 2. Jeżeli punkt G (fig. 26) pada 
na bok BC, w takim razie widocznie bok GC, 
czyli jemu równy EF, jest mniejszy od BC. 

Przypadek 3. Nakoniec, jeżeli punkt G 
(fig. 27) pada wewnątrz trójkąta ABC; podług 
twierdzenia poprzedzającego będzie: AG + 
GC< AB --BC, Odjąwszy od jednćj ztych 

+ 
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ilości bok AG, a od drugićj jemu równy AB, 
pozostanie GC << BC, czyli EF < BC. 

Uwaga. Odwrotnie, jeżeli dwa boki AB i 
AC trójkąta ABC, są równe dwóm bokom 
DE i DF trójkąta DEF, a bok trzeci GB 
pićrwszego, jęst większy od boku trzeciego 
EF drugiego trójkąta, powiadam że i kąt BAC 
trójkąta piórwszego, będzie większy od kąta 
EDF drugiego trójkąta. Jeżeliby bowiem to 
założenie nie było prawdziwóm,kąt BAC byłby 
albo równy kątowi EDF, albo mniejszy od nie- - 
go; bok GB w pierwszym przypadku, byłby 
równy (pod.6), a w drugim mniejszy od EF; 
lecz jak jedno, tak drugie sprzeciwia się założe- 
niu, a zatóm kąt BAC jest większy od kąta EDF. 


PODANIE XI. 


Twierdzenie. 
Dwa trójkąty są sobie równe, jeżeli mają 
po trzy boki odpowiednio równe. 
Niech będzie (fig. 23) bok AB = DE, 
„AG—=DF, BC—=EF, powiadam że i kąt A 
=D, B=E, CF. 
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Jeżeliby bowiem kąt A był większym od 
kąta D, a z założenia boki AB i AC, są ró- 
wne bokom DE i DF, podług twierdzenia 
poprzedzającego bok BC byłby większym od 
'EF; jeżeliby zaś kąt A był mniejszym od kąta 
D, natenczas bok BC byłby mniejszym od 
EF; ponieważ zaś BC jest równe EF, przeto 
kąt A nie może bydź ani większym, ani mniej- 
szym, lecz jest równy kątowi D. Podobnież 
można okazać że kąt B=Ei kąt C—=F. 

Uwaga. Łatwo dostrzedz, że kąty równe 
leżą naprzeciw boków równych; i tak kąty 
równe A i D leżą naprzeciw boków równych 
BC i EF, 


PODANIE XII 
Twierdzenie. 

W trójkącie równoramiennym kąty, leżące 
naprzeciw boków równych, są sobie równe. 

Niech będzie (fig. 28) bok AB = AC, po- 
wiadam że i kąt C= B. 

Połączmy wierzchołek A z punktem D, śro- 
dkiem podstawy BC, linją prostą AD; dwa 


http://rcin.org.pl 


23 


trojkąty ABD i ADC mają po trzy boki ró- 
wne, a mianowicie: bok AD wspólny, AB 
== AC według założenia, BD=DC z wy- 
kreślenia, przeto podług twierdzenia poprze- 
dzającego kąt B jest równy kątowi C. 

Wniosek. W trójkacie równobocznym 
wszystkie kąty są sobie równe , to jest: trój- 
kąt równoboczny jest równokątny. 

Uwaga. Z równości trójkątów ABD i 
ACD wypada, że kąt BAD—=CAD, i kąt 
BDA—=ADC, więc dwa ostatnie kąty są 
proste; przeto linia, łącząca wierzchołek 
trójkąta równoramiennego z środkiem jego 
podstawy, jest prostopadła do podstawy i 
dzieli kąt przy wierzchołku na dwie części 
równe. 

W trójkącie nierównoramiennym można 
dowolnie bok jego którykolwiek wziąść za 
podstawę i natenczas wierzchołkiem będzie 
„ wierzchołek kąta, przeciwległego temu boz 
kowi; w trójkącie zaš. równoramiennym za 
podstawę biorą bok różny od dwóch innych. 


za 
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PODANIE XIII. 
Twierdzenie. 


Odwrotnie, jeżeli dwa kąty w trójkącie są 
sobie równe, natenczas boki naprzeciw nich 
leżące, są sobie równe i trójkąt jest równo- 
ramienny. i 


Niech będzie (fig. 29) kąt ABC= ACB mw 
powiadam że i bok AC będzie równy boko- 
wi AB. 


Jeżeliby bowiem boki AG i AB nie były 
sobie równe, jeden z nich, np. AB, byłby 
większy od drugiego, Weżmy BD—=AQC,i. 
połączmy punkta D i C linją prostą DC, 
Podług założenia kąt DBC jest równy kąto- 
wi ACB, dwa boki DB i BC są równe bokom 
AC i CB, więc trójkąt DBC (pod 6) jest ró- 
wny trójkątowi ACB; lecz część nie może 
być równa całości, a zatćm boki AB i AC, 
nie mogą być nierówne, itém samém trójkąt 
ABC jest równoramienny. 


- http://rcin.org.pl 


PODANIE XIV. 


Twierdzenie. 


Z dwóch boków trójkąta ten jest większy, 
który leży naprzeciw kąta większego; i od- 
wrolnie, z dwóch kątów trójkąta ten jest wig- 
kszy, który leży naprzeciw boku większego. 

1” Niech będzie (fig. 30) kąt C>B, 
powiadam że i bok AB, leżący naprzeciw 
kąta C, będzie większy od boku AC. leżącego 
naprzeciw kąta B. 

Narysujmy kąt BOD=B; w trójkącie 
DBC (poda. 13) będzie BD==DC. Lecz 
AD-+-DQ jest większe od AC, a AD+-DG 
= AD+ DB = AB, przeto AB jest większe . 
od AC. 

2* Niech będzie bok AB>AC, powia- 
dam że i kąt C , leżący naprzeciw boku AB, 
będzie większy dd kąta B, leżącego R 
ciw boku AC. 

Gdyż, jeżeliby, było C<B, pddłuę po- 
przedzejącćj części twierdzenia byłoby, że 
AB-Z AC, co iest przeciwnóm założeniu. 

3 
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Jeżeliby zas było C==B, natenczas (tw. 
13) AB byłoby równe AC, co również 
sprzeciwia się założeniu, a zatém kąt CG jest 
większym od B. 


PODANIE XV. 
Twierdzenie, 


Z punktu A (fig. 31), danego nad linją 
prostą DE, można spuścić tylko jedną pro- 
` stopadłą do tójże linji. 

Przypuśćmy że można spuścić dwie pro- 
stopadłe AB i AC, jednę z nich AB przedłu- 
żmy tak, aby BF było równe AB.i połą-. 
czmy punkt F z C linią prostą FC, 

Dwa trójkąty CBF i ABC mają kąty CBF 
i CBA równe sobie jako proste, bok CB 
| wspólny, i bok BF==AB, a zatém są sobie 
równe (pod. 6), z:czego wynika, że kąt 
BCF —BCA. Kąt BCA podłag przypuszcze- 
nia jest prosty, a zatóm kąt jemu równy 
BCF jest także prosty. Lecz jeżeli dwa kąty 
przyległe BCA i BCF razem wzięte są równe 
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dwóm kątom prostym, linia ACF musi być 
prosta (pod. 4); z czego wypada że pomiędzy 
dwóma punktami A i F, można poprowadzić 
dwie linie proste ABF i ACF, co być nie 
może (pew. 4), przeto nie może być także , 
ażeby z jednego punktu można było spuścić 
dwie prostopadłe na jedną i tęż samą linję 
prostą. 

Uwaga. Również z punktu (fig. 17), da- 


nego na linii prostćj AB, nie można wypro- _ > 


wadzić dwóch prostopadłych do tćjże linii; 
jeżeliby bowiem linie proste CD i CE były 
prostopadłe , kąty DCB i BCE byliby kątami 
prostómi i w takim rezie, część byłaby ró- 
wna całości. 


PODANIE XVI. 
Twierdzenie. 
Z punktu A (fig. 31), danego nad linią 
prostą DE, spuściwszy do nićj prostopadłą 
PPAS SA różne pochyłe AE, AC, 


AD it. d. do poci punktów té linji, 
będzie : 
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~ 


"1-6 prostopadła AB krótszą od wszelkićj 
pochyłdj ; 

2-e dwie pochyłe AS, AE, poprowadzo- 
ne z dwóch różnych stron prostopadłej, w o- 
dległościach BC i BE równych, będą sobie 
równe; e 

3-e Z dwóch pochyłych AD i AC, lub 
AE i AD, jakkolwiek poprowadzonych, t 
będzie dłuższa, która jest bardzićj oddalone 
od prostopadłej, 

Przedłużmy prostopadłą : AB tak , aby prze- 
dłużenie BF było równe AB, i połączmy 
punkt F z punktami C i D liniami FC i FD. 

*1-e Trójkąt BCF jest równy twójkątowi 
BCA, gdyż kąt prosty, CBE = CBA , bok 
CB wspólny i bok BF==BA ; przeto. (pod. 
6) bok trzeci CF jest równy bokowi AC. 
Linia prosta ABF jest krótsza od linii łama- 
néj ACF; a zatćm i AB, jako połowa linii 
ABF, jest krótsza od linii AC, połowy linii 
~ ACF, więc l-e prostopadła jest krótsza od 
wszelkićj pochyłćj. 

2-e Przypuściwszy że BE =BC, ponie- 
waż trójkąty CAB i EAB mają bok AB 
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wspólny i kąt prosty ABE—ABC, (pod 6) więc 
boki AE i AC są sobie równe, i przeto 2-e 
dwie pochyłe, równo oddalone od prostopa- 
dłćj, są sobie równe. - 

'3-e W  trojkącie DFA summa linij ACi 
CF, jest mniejsza (pod. 9) od sammy boków 
AD i DF, a tém samém i AC połowa linii 
- ACF, jest mniejsza od AD, połowy linii 
ADF; a zatćm 3-e pochyłe są tém dłuższe, 
im bardzićj są oddalone od prostopadłćj. 

Wniosek l. Prostopadła będąc krótszą od 
każdćj pochyłćj, mierzy odległość punktu 
od linii prostćj. 

Ii. Od punktu. do jednćj linii prostćj nie 
można poprowadzić trzech linij prostych, ró- 
wnych sobie; gdyż, jeżeliby to mogło nastą- 
pić, dwie pochyłe równe znajdowałyby się 
z jednćj strony prostopadłćj, co być nie może. 


PODANIE XVII. 
i Twierdzenie. 


Jeżeli zpunktu G (fig. 32), srodka linii 
prostéj AB, wyprowadzimy prostopadłą EF 
35 
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do tójże linii, mówię że: l-e każdy punkt 
na prostopadłej będzie równo oddalony od 
końców linii AB; 2-e wszelki punkt, nie le- 
żący na prostopadłćj, znajduje się w nieje- 
dnakowćj odległości od końców A i B. 


1) Ponieważ zakładamy że AC: CB, 
przeto dwie pochyłe AD i DB są równo od- 
dalone od prostopadłćj , a tém samém są so- 
bie równe. Toż samo rozumićć o dwóch 
pochyłych AE i EB, lub AF i FA, i td. a za- 
tém l-e wszelki punkt na prostopadłćj leżący, 
jest równo oddalony od końców A 1 B. : 

4) Niech będzie punkt J, znajdujący się 
nie na prostopadłćj: jeżeli połączymy go 
z końcami linii AB, liniami prostemi AJ i BJ, 
wtenczas jedna z nich przetnie prostopadłą 
w D, a poprowadziwszy DB, będzie DB==DA. 
Lecz linia prosta JB jest mniejsza od summy 
linij JD+DB, ponieważ zas JD--DB=JD 
-DA =JA, przeto JB < JA; więc 2-0 wszel- 
ki punkt leżący zewnątrz prostopadłćj, jest 
nierówno oddalony od końców A i B. 
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PODANIE XVII. 


Twierdzenie. 


Dwa trójkąty prostokątne, mające po prze- 
ciwprostokatnéj równéj i po jednemu bokowi 
równemu, albo po przeciwprostokąlnćj ró- 
wnćj i po jednemu kątowi ostremu równemu, 
są sobie równe. j 

1-e Niech będzie (fig. 33) przeciwprosto- 
kątna AC—=DF, i bok AB =DE, powia- 
dam że trójkąt prostokątny ABC będzie ró- 
wny trójkątowi prostokątnemu DEF. 

Te dwa trójkąty byłyby widocznie równe, 
gdyby bok trzeci BC był równy trzeciemu 
bokowi EF ; przypuśćmy, jeżeli można, że 
te boki niesą sobie równe inadto, że bok BC 
jest większy odEF, Wziąwszy BG = EF, po- 
łączmy punkt A zG linią prostą AG. Trój- 
kąt ABG jest równy trójkątowi DEF, gdyż 
kąt prosty B jest równy kątowi prostemu E, 
bok AB=DE i bok BG=EF, a zatém te 
dwa trójkąty są sobie"równe (pod. 6) zkąd 
AG =DF; lccz z założenia DF = AC, prze- 
to AGAC. Ponieważ zaś pochyła AC, 
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będąc bardzićj oddalona od prostopadlćj, nie 
„może być równa pochyłej AG (pod 16), 
przeto nie może być także, aby BC było ró- 
żne od EF, 4 zatćm trójkąt ABC jest równ 
trójkątowi DEF. : 
2-e Niech będzie przeciwprostokątna AG 
„ = DF i kąt ostry Cz=F, powiadam że trój- 
kąty prostokątne ABC i DEF będą sobie 
równe. y 
- Przenieśmy trójkąt DEF na ABC, tak aby 
punkt F padł na C-i bok EF poszedł po BC, 
dla równóści kątów Fi C, przeciwprostokątna 
DF pójdzie po AC, żezaś one są sobie równe, 
przeto punkt D padnie na A, a w takim razie 
bok DE pójdzie po AB, gdyż inaczćj z pen- 
ktu nad linią możnaby było spuścić dwie 
prostopadłe, co być nie może (pod. 15);. a 
tém samém trójkąt DEF przystanie do trój- 
kąta ABC. ` j SAIN 


PODANIE XIX. 
Twierdzenie. 

Dwie linie proste AB i CD (fig. 34), pro- . 

+ stopadłe do linii trzeciej FG, są względem 


74 
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siebie równoległe, t. j. będąc przedłużone jak 
najdalćj, nigdzie nieprzelną się z sobą. 

Jeżeliby bowiem linie AB i CD przecięły 
się z sobą w jakimkolwiek punkcie O, w ta- 
kim razie mielibysmy dwie prostopadłe OF- 
i OG, spuszczone z jednego punktu O na 
linię FG, co być nie może (pod. 15). 


PODANIE XX. 


Twierdzenie. 


Dwie linie proste, z których jedna AB (fig. 
35) jest prostopadła, a druga CD pochyla 
względem trzecićj BC, muszą przeciąć się 
z sobą (*). zy 


Z punktu C wystawmy linię CE prostopa- 
dłą do BG, która będzie (pod. 19) równole- 


(*) "Trudność dowiedzenia tego podania jest powodem 
iż teorja linij równoległych nie odznacza się tą ścisło- 
ścią, jaka znamionuje Geometryę. Wyłożymy tutaj skró- 
eony dowód tego twierdzenia przez Bertrand'a podany, 
który ze wszystkich najwięcćj zbliża się do ścisłości ma- 
tematycznćj. (Przyp. Tłumacza). 
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gła do AB. Łatwo jest dostrzedz, że kąt ja- 
kikolwiek ECD, wzięty pewną liczbę razy, bę- 
dzie większy od kąta prostego, niech więc mie- 
ści się np. 3 razy w kącie ECF, większym od 
prostego;płaszczyzna zaś nieograniczona ECBA 
ilekolwiek razy powtórzona, nigdy nie zapełni 
kąta prostego ECL. Odetnijmy na linii CL, BG 
== GH —= BC, wystawmy z punktów Gi H, 
prostopadłe GJ, HK. Płaszczyzny nieograni- 
czone ECBA, ABGJ, JGHK, przystają. do 
siebie, a zatóm płaszczyzna nieograniczona 
ECBA mieści się w całćj płaszczyźnie nieogra- 
niczonćj ECHK razy trzy, że zaś płaszczyzna 
nieograniczona ECHK z płaszczyzną nieogra- ` 
niczoną ECF ma bok EC i początek € wspólny 
g wnićj się mieści, przeto jest mniejsza od nićj; 
a zatém płaszczyzna nie ograniczona ECBA 
jest mniejsza od płaszczyzny nieograniczenćj 
ECD, a tćm samém linie CD i AB dostatecz- 
nie przedłużone, muszą przeciąć się z sobą; 
gdyż inaczćj płaszczyzna nieograniczona ECD 
mieściłaby się w nieograniczonćj płaszczy- 
źnie ECBA i tém samém byłaby od nićj 
mniejsza, co się sprzeciwia z dowodzeniem. 
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Twierdzenie to ma miejsce i wtenczas, kie- 
dy kąt DCB jest rozwarty. 


PODANIE XXI. 
8 Twierdzenie. 

Dwie linie proste AB i CD (fig. 36), pro- 
stopadłe do dwóch innych linij EF i GH, prze- 
cinających się, muszą przeciąć się z sobą. 

W samćj rzeczy linia AB będąc prostopa- 
dła do EF jest pochyłą względem GH, gdyż 
inaczćj linia GH przecinając się z linią EF . 
musiałaby być prostopadła do AB, a zatém 
z linią EF stanowić jedną linię prostą p 15); 
skoro więc linia AB jest pochyła względem 
GH, przeto musi się przeciąć z linią CD do 
nićj prosto padłą (pod. 20). 

PODANIE XXII. 


Twierdzenie. 


Linia AB (fig. 31) prostopadła do jednćj 
GD z dwóch linij równoległych, musi być pro- 
saipdisi do drugićj EF. 
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Gdyby linia AB nie była prostopadła do 
EF, natenczas EF byłaby pochyłą względem 
AB i (pod. 20) musiałaby się przeciąć z li- 
nią CD, co się sprzeciwia założeniu. 


6 
PODANIE XXIII. 


< 


Twi rdzenie. 

Dwie linie równoległe AB i CD (fig. 38) 
przecięte trzecią EF tworzą: l-e kąty naprzee 
mianległe wewnętrzne, AGHiDHG równe so- 
bie; 2-e jednostronne odpowiadające DHG i 
BGE równe sobie; 3-6 naprzemianległe ze- 
wnętrzne FHC i EGB równe sobie; 4-e jedno- 
stronne wewnętrzne BGH i DHG, których 
summa jest równa dwóm katom prostym, i na- 
koniec -e jednostronne zewnętrzne BGE i 
DHF , których summa jest równa dwóm ką- 
tom prostym. 

1-e Z punkiu J, środka linii GH, spusćmy 
JK prostopadłą do AB która będzie prosto- 
padłą do CD (pod. 22). Dwa trójkąty pro- 
stokątne KJG i HJL, mają przeciw prosto- 
kątną GJ=HJ, tudzież kąt KIG=HJL> 
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więc są sobie równe (pod. 18), a zatem kąt 
KGJ ==JHL. 

2-e Ponieważ kąt EGB "AGH (pod. 5), 
zaś kąt AGH= GHD , podług poprzedzają- 
cego dowodzenia; przeto kąty jednostronne 
odpowiadające EGB i GHD są sobie równe. 

3-e Kąt CHF =GHD (pod. 5), kąt zaś 
' GHD= EGB podług poprzedzającego do- 
wodzenia, przeto kąty naprzemianległe ze 
wirętrzne EGB i CHF są sobie równe. 

4-e Summa kątów przyległych EGB i B&H 
jest równa dwóm kątom prostym (pod. 2), że 
zaś kąt EGB = GHD, przeto summa dwóch 
kątów jednostronnych wewnętrznych BGH i 
DHG jest równa dwom kątom prostym. 

5-e Summa kątów przyległych DHF iDHG 
jest równa dwóm kątom prostym, że zaś ką- 
ty jednostronne odpowiadające DHG i BGE 
są sobie równe, przeto summa kątów jedno- 
stronnych zewnętrznych DHF i BGE jest 
równa dwóm kątom prostym, 

Wniosek. Przez punkt (fig. 39) C dany nad 
linią AB, jednę tylko linię DE do nićj równole- 
głą można poprowadzić. Gdyż poprowadzi- 

Me 
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wszy dowolnie linię CF, kąty DCF i CFB będą 
sobie równe; gdyby przez punkt C można było 
poprowadzić inną linię GH równoległą do AB, 
kąt HCF byłby równy CFB, a zatém kąt 
DCF byłby równy kątowi HCF, co być nie 
może. 


POBANIE XXIV. 
Twierdzenie. 


Jeżeli dwie linie AB i CD (fig. 88) przecię- 
te trzecią EF, tworzą z nią: 1-e kąty naprze- 
mianległe wewnętrzne AGH i GHD sobie ró- 
wne, albo 2-e kąty jednostronne odpowiada- 
jące EGB i GHD sobie równe, albo 3-e kąty 
naprzemianległe zewnętrzne EGB i CHF sobie 
równe, albo 4-e kąty jednostronne wewnętrzne 
BGH i DHG, których summa jest równa 
dwóm kątom prostym, albo nakoniec 5-e kąty 
jednostronne zewnętrzne EGB i DHF, których 
summa jest równa dwóm kątom prostym, dwie 
linie AB i CD będą do siebie równoległe. 

l-e Ze środka J linii GH spuściwszy pro- 
stopadłę JK na AB i przedłużywszy ją do 
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„spotkania z linią CD, dwa trójkąty GKJ i HJL 
mają: GJ==JH, kąt GJK =HJL (pod. 5), 
kąt KGJ = JHL z założenia, przeto przystają 
do siebie (pod. 7), a zatóm kąt HLJ==JKG; 
że zaś kąt JKG jest prosty, więc kąt jemu ró- 
wny JLH jest także prosty, i dwie linie AB 
i CD będąc prostopadłe do KL, są względem 

- siebie równoległe (pod. 19). 

2-e Ponieważ kąt EGB—=AGH (pod. 5) 
i kąt EGB—GHD z założenia, więc kąt 
AGH =GHD a tém samém linie AB i CD 
podług poprzedzającego, są do siebie równo- 
ległe. 

3-e Ponieważ kąt CHF—=GHD (pod. 5) 
kąt CHF=EGB z założenia, przeto kąt 
GHD — EGB , a tém samém podług poprze- 
dzającego linie AB i CD są do siebie ró- ` 
wnoległe. 

4-e Kąty BGE i BGH przyległe (pod. 2) 
ważą dwa kąty proste, że zaś z założenia kąt 
DHG z kątem BGH ważą dwa kąty proste, 
przeto BGE -4-BGH = DHG+-BGH, odją- 
wszy od obu tych ilości kąt BGH. będzie kąt 
BGE =DHG, a tém samém linie AB i CD, 
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podług drugićj części tego twierdzenia, są do 
-siebie równoległe: 
5-e Kąty DHF i DHG jako si (pod. 
2) ważą dwa kąty proste, że zaś podług za- 
łożenia kąt DHF z kątem BGE ważą téż dwa 
kąty proste, przeto DHF+-DHG— DHF + 
BGE, odjąwszy kąt DHF, pozostanie kąt 
DHG== BGE. a zatćm linie AB i CD, po- 
dług drugićj części twierdzenia tego, są ró- 
wncległe do siebie. 


PODANIE XXV. 
Twierdzenie. 

Dwie linie (fig. 40) AB i CD równoległe 
do trzecićj EF, są równoległe względem siebie. 

Poprowadźmy sieczną PQR, prostopadłą 
do EF; ponieważ linia AB jest równoległa 
do EF, przeto sieczna PR będzie prostopa- 
dła do AB (podanie 22); podobnież, po- 
nieważ linia CD jest równoległa do EF, 
przeto sieczna PR będzie prostopadła do 
'©D. „A zatóm, linie AB i CD, będąc prosto- 
'padłe do jednćj i tćj samćj linii prostćj PQ, 
są równoległe względem siebie (pod. 19). 
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PODANIE XXVI. 
'Twierdzenie. 


Dwie linie równoległe są wszędzie równo 
oddalone od siebie. 

Niech będą (fig. 41) dwie linie równoległe 
AB i CD; jeżeli z dwóch dowolnych punktów 
wystawimy prostopadłe EG i FH do linii AB, 
linie EG i FH będą prostopadłe do CD (pod. 
22), a nadto równe pomiędzy sobą. 

Gdyż, poptowadziwszy GF, kąty GFE.i 
FGH, jako naprzemianległe wewnętrzne (pod. 
24) względem linij równoległych AB i CD, 
są sobie równe; podobnie, linie EG i 
FH, będąc prostopadłe do linii AB, są ró- 
wnoległe do siebie, a zatem kąty EGF i GFH, 
jako naprzemianległe wewnętrzne względem 
tych linij równoległych, są sobie równe. Dwa 
trójkąty EFG i FGH, mając po dwa kąty 
odpowiednio równe, leżące na boku dla nich 
wspólnym, są sobie równe (pod. 7); zkąd 
bok EG, mierzący odłegłość dwóch linij ró- 
wnoległych AB i CD w punkcie E, jest ró- 

4 
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wny bokowi FH, mierzącemu odległość 
tych samych linij równoległych w punkcie F. 


PODANIE XXVII. 
= 
Twierdzenie. 


Dwa kąty (fig. 42) BAC i DEF, mające 
ramiona odpowiednio równoległe i rozcho- 
dzące się w jedne strony, są sobie równe. 

Przedłużmy, jeżeli tego potrzeba» DE do 
przecięcia się z AC w punkcie G, kąt DEF 
jest równy kątowi DGC, gdyż linia EF jest 
równoległa do GG (pod. 23); kąt DGC jest 
równy BAC, gdyż linia DG jest równoległa 
do AB; a zatém kąt DEF jest równy kąto- 
wi BAC. 

Uwaga. W tém twierdzeniu wprowadzono 
„warunek, aby bok EF był skierowany w tęż 
samą stronę co i bok AC, a ED w tę samą 
stronę co AB, atodla tego, że przedłużywszy 
bok EF ku H, kąty DEH i BAC miałyby bo- 
ki równoległe i nie byłyby równe, lecz czy- 
niłyby sammę równą dwóm kątom prostym. 
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PODANIE XXVIII. 
Twierdzenie. 


W równoległoboku boki i kąty przeciwle- 
głe są sobie równe. 

Poprowadźmy (fig. 43) przekątną BD, dwa 
trójkąty ADB i DBC mają bok BD wspólny, 
nadto, dla równoległości boków AD i BC, 
kąt ADB = DBC (pod. 23), i dla równole- 
głości boków AB i GD kąt ABD = BDC, 
przeto one są sobie równe (pod. 7); zkąd 
wynika, że bok AB, leżący naprzeciw kąta 
ADB, jest równy bokowi DC, leżącemu prze- 
ciw kątą DBC == ADB; podobnież bok trze- 
ci AD jest równy bokowi trzeciemu BC; 
przeto boki przeciwległe w równoległoboku 
są sobie równe. 

Powtóre, z równości tychże śamych trój- 
kątów wypada, że-kąt A jest równy kątowi 
C, i że kąt ADC, złożony z dwóch kątów 
ADB i BDC, jest równy kątowi ABC, złożo- 
nemu z kątów, równych tamtym, DBC i ABD; 
przeto kąty przeciwległe w równoległoboku 
są sobie równe. 
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Wniosek. Dwie linie równoległe AB i 
CD, zawarte między dwiema liniami równo- 
ległemi AD i BC, są sobie równe. 


PODANIE XXIX. 
Twiekdzanie: 


Jeżeli w czworokącie (fig. 48) ABCD boki 
przeciwległe są sobie równe, to jest, jeżeli 
AB == CD i AD == BC, mówię że teboki są ró- 
wnoległe do siebie i czworokąt jest równole- 
- głobokiem. 

Gdyż poprowadziwszy przekątną BD, dwa 
trójkąty ABD i BDC, mając po trzy boki od- 
powiednio równe, są sobie równe; a zatćm 
kąt ADB, leżący naprzeciw boku AB, iest 
równy kątowi DBC, leżącemu naprzeciw bo- 
ku CD równego AB, i tém samém (pod, 24) 
bok AD jest równoległy do BC. Dla podo- 
bnćj przyczyny bok AB jest równoległy do 
CD; a zatóm czworokąt ABCD jest równo- 
ległobokiem. 
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PODANIE XXX. 
Twierdzenie. 


Jeżeli w czworokącie dwa boki przeciwległe 
AB i CD (fig. 43) są sobie równe i równole- 
gte, czworokąt ABCD będzie równoległobokiem. 

Niech będzie przekątna BD; ponieważ AB 
jest równoległa do GD, przeto kąty naprze- 
mianległe ABD i BDC, są sobie równe 
(pod. 23), nadto bok AB = DC, i bok DB 
jest wspolny, więc trójkąt ABD jest równy 
trójkątowi DBC (pod. 6); a zatóm bok AD 
= BC, kąt ADB = DBC, i tém samém bok 
AD jest równoległy do BC; przeto czworo- 
kąt ABCD jest równoległobokiem. 


PODANIE XXXI. 


Twierdzenie. 


Dwie przekątne AC i BD (fig. 44) w równo- 
ległoboku, przecinając się, dzielą się wzaje- 
mnie na dwie częsci równe, 
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Gdyż dwa trójkąty ADO i COB, mając 
bok- AD= CB, kąt ADO—=CBO (pod 23) 
i kąt DAO =OCB, są sobie równe (pod 7); 
a ztąd wynika, że bok AO, leżący neprzeciw 
kąta ADO, jest równy bokowi OC, leżące- 
mu naprzeciw kąta OBC, i bok DO—= OB. 

Uwaga. W przypadku kwadratu ukośne- 
go , ponieważ boki AB i BC są sobie równe, 
przeto trójkąty AOB i OBC mają po trzy 
boki odpowiednio równe, a tém samém są 
sobie równe, zkąd wynika że kąt AOB= 
BOC, a tém samém w kwadracie ukośnym 
przekątne są prostopadłe do siebie (opis, 10). 


PODANIE XXXII. 
Twierdzenie, 


W każdym trójkącie summa trzech jego 
kątów jest równa dwóm kqlom prostym. 

Przedłużywszy bok AC (fig. 40) i przez 
punkt C poprowadziwszy linię CE równole- 
głą do AB, utworzą się trzy kąty DCE , ECB 
i BCA, których summa jest równa dwóm 
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kątom prostym (pod 2, wn.); żezaś kąt ECB 
= (BA, jako kąty naprzemianległe wewnę- 
trzne względem linij równoległych AB i CE 
i siecznćj BC, a kąt DCE = BAC, jako kąty 
jednostronne odpowiadające wzgłędem tych 
samych równoległych i siecznćj AC (pod, 23), 
przeto widocznie summa trzech kątów BAC, 
ABC i AQB trójkąta ABC jest równa dwóm 
kątom prostym. 

Wniosek I. Znając dwa kąty trójkąta , al- 
bo znając ish summę, znajdziemy kąt trze- 
ci, odjąwszy summę wiadomych kątów od 
dwóch kątów prostych. 
© IL Jeżeli dwa kąty jednego trójkąta są 
równe dwóm kątom drugiego, i trzeci kąt 
jednego musi bydź równy kątowi trzeciemu 
drugiegó trójkąta, a tém samém dwa trójką- 
ty są równokątne względem siebie. 

III. W trójkącie nie może być więcćj jak 
jeden kąt prosty; gdyż jeżeliby ich było dwa, 
kąt trzeci musiałby być równy zeru; tém bar- 
dzićj trójkąt nie może mióć więcćj ap: jeden 
kąt rozwarty. 

IV. W trójkącie- prostokątnym summa 
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dwóch kątów ostrych jest równa kątowi 
prostemu, a 

V. W trójkącie równobocznym każdy kąt 
*jest trzecią częścią dwóch kątów prostych,- 
czyli dwiema trzeciémi kąta prostego. Jeżeli 
zatóćm kąt prosty wyrazimy przez 1, kąt trój- 
kąta równobocznego wyrazi się przez $. 

Vi W każdym trójkącie ABC, przedłu- 
żywszy bok jego AG ku D, kąt zewnętrzny 
BCD będzie równy summie dwóch kątów 
wewnętrznych Æ i B, nie obok miego leżą- 
cych w trójkącie: gdyż dodając jak do kąta 
BCD, tak do summy kątów A--C, kąt ACB, 
otrzymamy summy równe dwóm kątom pro- 
stym. 


"PODANIE XXXIII. 
Twierdzenie. 


W wielokącie summa kątów wewnętrznych 
jest równa dwóm katom prostym, wziętym ty- 
le razy, ile wielokąt ma boków mniej dwa. 

Niech będzie (fig. 46) wielokąt ABCD....; 
od wierzchołka kąta A poprowadziwszy prze- 
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kątne AC, AD, AE i t. d. do wierzchołków 
wszystkich kątów, wielokąt o siedmiu bo- 
kach zostanie podzielony na pięć trójkątów, 
wielokąt o ośmiu bokach zostanie podzielony 
na sześć trójkątów, i w ogólności wielokąt 

będzie podzielony na tyle trójkątów, ile ma 
boków mpićj dwa; gdyż te trójkąty mogą 
być uważane jako mające wspólny wierzchołek 
w A,aza podstawy wszystkie boki wielokąta, 
wyjąwszy dwa boki, stanowiące kąt A. Nadto 
summa kątów w tych wszystkich trójkątach, 
jest równa summie kątów wielokąta; a zatém 
summa kątów wielokąta jest równa dwóm 
kątom prostym, wziętym tyle razy, ile jest 
trójkątów, to jest: wziętym tyle razy, ile jest 
jedności w liczbie boków wielokąta zmniej- 
szonćj dwóma. 

Wniosek I. Summa kątów czworokąta jest 
równa dwóm kątom prostym, pomnożonym 
przez 4 — 2, to jest: cztórem kątom pro- 
stym. Jeżeli więc wszystkie kąty w czworo- 
kącie są sobie równe, każdy z nich jest. 
kątem prostym; co sprawdza opis, w którym 
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powiedziano że w prostokącie i kwadracie 
wszystkie kąty są proste. 

IL. Summa kątów w pięciokącie jest ró- 
wna dwom kątom prostym, pomnożonym 
przez 5 — 2, to jest sześciu kątom prostym. 
Jeżeli więc pięciokąt jest równokąlny, to jest, 
jeżeli jego kąty są sobie równe, każdy z nich 
jest piątą częścią sześciu katów prostych, 
czyli $ kąta prostego. 

II. Summa kątów sześciokąta jest 2(6—2), 
czyli 8 kątów prostych; a zatóm w sześcio- 
kącie równokątnym, każdy kąt jest $, czyli 
4 kąta prostego. 

Uwaga. Jeżeliby chciano to podanie za- 
stosować do wielokąta mającego jeden lub 
kilka kątów wklęsłych (fig. 47), należałoby 
uważać każdy kąt wklęsły, jako większy od 
dwóch kątów prostych. Lecz dla uniknienia 
tego, uważać będziemy tylko wielokąty wy- 
pukłe. Wielokąt jest wypukłym, jeżeli linia 
prosta, jakkolwiek poprowadzona, nie może 
przeciąć się z obwodem jego więcćj jak 
w dwóch punktach. 


e (LE 0——— 
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BIEBGA DRUGA, 


O KOLE I MiERZENIU KĄTÓW. 


POLDI 


O©pisania. 


1. Okrąg koła jest linia krzywa, któréj 
wszystkie punkta są równo oddalone od pun- 
ktu znajdującego się wewnątrz, który się 
nazywa środkiem (fig. 48). Kołem nazywa się 
płaszczyzna zamknięta przez tę linię krzywą. 

NB. Mówią niekiedy koło zamiast okrąg ko- 

ła, lecz nie trudno przywrócić śeisłość 
wyrażenia, pamiętając, że koło jest pła- 
szczyzną mającą długość i szerokość, a 
okrąg jest linią. 

2. Wszelka linia prosta CA, CE, CD it. 
d. poprowadzona od środka do okręgu koła 
nazywa się promieniem; wszelka zaś linia- 
prosta AB, przechodząca przez środek i koń- 
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z 
cząca się zobu stron na okręgu koła, nazy- 
wa się srednicą. A 

Podlug opisu koła, wszystkie promienie 
jego są sobie równe, i wszystkie średnice ta- 
kże są sobie równe, a nadto każda średnica 
jest dwa razy większa od promienia. 


3. Część okręgu koła FHG nażywa się 
łukiem. 

Cięciwą jest linia prosta FG, łącząca oba 
końce łuku. 

4. OQdcinkiem jest płaszczyzna , czyli część 
koła , zawarta pomiędzy łukiem i cięciwą. 

NB. Jednćj i tćj samćj cięciwie FG odpo- 

wiadają dwa łuki FHG rFEG, a tém sa- 
móm i dwa odcinki: lecz zawsze, jeżeli 
nie ma wzmianki o większym, należy do- 
myślać się że idzie o ten, który jest 
mniejszy. 

5. Wycinek jest część koła, zawarta po- 
między łukiem DE i dwóma promieniami CD 
i CE, przechodzącemi przez końce tegoż 
łuku. 


6. Linia AB kończąca się z obu stron na 
okręgu nazywa się wpisaną w koło (fig. 49). 
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Kątem wpisanym nazywa się kąt BAC, 
utworzony przez dwie cięciwy, aoi się 
z sobą na okręgu. 

Trójkątem wpisanym nazywa się trójkąt 
BAC, którego wszystkie trzy kąty mają swo- 
je wierzchołki na okręgu. 

I w ogólności wielokątem wpisanym nazy- 
wa się wielokąt, którego wszystkie kąty mają 
swoje wierzchołki na okręgu; w tym przy- 
padku mówi się także że koło jest opisane na. 
wielokącie, 

1. Sieczną nazywa się linia prosta, która 
przecina okrąg w dwóch punktach , np. linia 
AB (fig. 50). 

8. Styczna jest linia prosta, mająca tylko 
jeden punkt wspólny z okręgiem koła; taką 
jest linia CD. 

Punkt M, wspólny dla stycznćj i okręgu 
koła, nazywa się punktem zetknięcia. ' 

"9. Dwa okręgi kół, mające jeden tylko 
punkt wspólny, nazywają się stycznómi. 

10. Wielokąt, którego wszystkie boki są 
stycznómi do okręgu koła, nazywa się wielo- 

i 5* 
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kalem opisanym na kole; w tym przypadku 
mówi się także że koło jest wpisane w wie- 
łokąt. 


PODANIE 1 
Twierdzenie. 


Wszelka srednica (fig. 51) AB dzieli koło 
ijego okrąg na dwie części równe. 

- Jeżeli bowiem przyłożymy figurę AEB do 
AFB, pozostawiając średnicę AB wspólną, 
linia krzywa AEB przystanie do AFB; gdyż 
inaczćj punkta ich nie byliby jednakowo od- 
dalone od środka, coby się sprzeciwiało 
opisowi koła. 


PODANIE I 


Twierdzenie. 


Cięciwa jest zawsze mniejsza od srednicy 
(fig. 51). 

Jeżeli bowiem przez końce cięciwy AD 
poprowadzimy promienie AG i CD, będzie 
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linia prosta AD ZACHOD, czyli AD © 
AC +- CB, czyli AD < AB. 

Wniosek. Średnica jest największa ze 
wszystkich linij, które można wpisać w koło. 


PODANIE IIL 


Twierdzenie. 


Linia prosta tylko w dwóch punktach mo- 
że przeciąć okrąg koła, M 

Jeżeliby linia prosta przecinała się z okrę- 
giem koła w trzech punktach , natenczas one 
znajdując się na okręgu, byłyby jednakowo 
oddalone od środka; moglibyśmy zatóm od 
punktu do jednćj linii prostćj poprowadzić 
trzy linie proste równe sobie, co być nie mo- 


że (ks. 1, pod. 16). 


PODANIE IV. 
Twierdzenie. 
W kole lub w kołach równych, łuki równe 
są podparte przez cięciwy równe, i odwrolnie 
cięciwy równe podpiórają łuki równe. 
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Jeżeli promień AC (fig. 52) jest równy 
promieniowi EO, i łuk AMD równy łukowi 
ENG; powiadam że cięciwa AD, będzie ró- 
wna cięciwie EG. 


' Ponieważ Średnica AB jest równa średni- 
cy EF. przeto można pólkole AMDB przyło- 
żyć do półkola ENGF tak, że linia krzywa 
AMDB przystanie do linii krzywćj ENGF; 
lecz przypuszczamy że część AMD jest ró- 
wna części ENG, przeto punkt D padnie na 
punkt G, a tém samém cięciwa AD przysta- 
nie do cięciwy EG i jest jćj równa. 

Odwrotnie, pzzypuściwszy że promień AC 
= EO , i cięciwa AD=EG, łuk AMD ma 
być równy łukowi ENG. 

» Poprowadziwszy promienie GD, OG, dwa 
trójkąty ACD , EOG, mićć będą po trzy bo- 
ki odpowiednio równe, a mianowicie AG = 
EO , CD = OG i AD = EG; przeto te dwa 
trójkąty będą sobie równe (pod. 11, ks. 1), 
a zatóm kąt ACD = EOG. Przeniosłszy pół- 
kole ADB na jemu równe EGF, ponieważ 
kąt AGD—=EQOG, promień GD padnie na 
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promień OG i punkt D na G; a zatóm łuk 
AMD jest równy łukowi ENG. 


PODANIE V. 
Twierdzenie. 


W kołe lub w dwóch kołach równych, cię- 
ciwa większa podpićra łuk większy i odwro- 
tnie; lecz łuki mają być zawsze mniejsze od ` 
półowy okręgu koła. 

Niech będzie (fig. 52) łuk AH większy od 
łuku AD, poprowadźmy cięciwy AD i AH, 
i promienie CD i CH; dwa boki AC i CH 
trójkąta ACH są równe bokom AC i GD 
trójkąta ACD , lecz kąt ACH jest większy od 
kąta ACD, przeto (pod. 10, ks. 1) bok trzeci 
AH jest większy od boku trzeciego AD; więc 
cięciwa większa podpićra łuk większy. 

Odwrotnie, założywszy że cięciwa AH jest 
większa od AD, można będzie wnieść z tych 
samych trójkątów, że kąt ACH jest większy 
od kąta ACD, i że tém samém łuk AH jest 
większy od AD. 

Uwaga. Zakładamy że łuki, o których mo- 
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wa, są mniejsze od połowy okręgu koła; je- 
żeliby zas łuki były większe od półowy okrę- 
gu koła, natenczas w miarę powiększania się 
łuku, cięciwa by się zmniejszała i odwrotnie: 
tak, że jeżeli łuk AKBD jest większy od 
AKBH, cięciwa AD pićrwszego łuku, jest 
mniejsza od cięciwy AF drugiego łuku. 


PODANIE YL 
Twierdzenie. 


Promień (fig. 53) GG prostopadły do cię- 
ciwy AB. dzieli tę cięciwę i łuk przez nią 
podparty AGB na dwie częsci równe. 

l-e Promienie CA i GB, są dwie pochyłe 
sobie równe, względem prostopadłćj CD, prze- 
to odległości ich od prostopadłćj są sobie 
równe (pod. 16, ks. I); t. j AD=DB; a 
zatém cięciwa AB jest podzielona w pa 
D na dwie części równe. 

2-e Ponieważ AD = DB, przeto CG jäi 
prostopadła do linii AB, wystawiona z jéj 
środka, więc (pod. 17, ks. I) wszelki punkt 
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na prostopadłćj CG jest równo oddalony od 
końców A i B linii AB. Ponieważ zaś punkt 
G jest jednym z punktów prostopadłćj, prze- . 
to odległości jego AG i GB od końców linii 
AB są sobie równe. Skoro cięciwa AG jest 
równa cięciwie GB, łuk AG musi być ró- 
wny łukowi GB (pod. 4); więc promień CG, 
prostopadły do cięciwy AB, dzieli łuk do nićj 
należący w punkcie G na dwie części równe. 

Uwaga. Środek C koła, Środek D cięci- 
wy AB i środek G łuku, podpartego przez 
tę cięciwę, leżą na jedaćj linii prostćj pro- 
stopadłćj do cięciwy; ponieważ zas dla ozna- 
czenia linii prostćj dość jest mieć dwa pun- 
kta, przeto wszelka linia poprowadzona 
przez którekolwiek dwa punkta z trzech wy- 
mienionych , przejdzie i „przez trzeci i będzie 
prostopadła do cięciwy. ~ 

Ztąd wynika także że, prostopadła do cię- 
ciwy, ze środka jéj: wyprowadzona, przecho: ` 
dzi przez srodek koła i srodek łuku podpar- 
tego przez cięciwę. Gdyż ta prostopadła sta- 
nowi jedno z prostopadłą spuszczoną ze śro- 
dka koła na cięciwę; bo obie przechodzą 
przez środek cięciwy. 


http://rcin.org.pl 


60 


PODANIE VII- 
Twierdzenie. 


Przez trzy punkta (fig. 54) A,B iC nie 
na linii prostćj leżące, zawsze można po- 
prowadzić okrąg koła, lecz nie więcćj jak 
tylko jeden. f 

Podzieliwszy na dwie części równe każdą 
z linij prostych AB i BC, łączących punkt B 
z punktami A i C, z punktów podziałów 
wystawmy do nich linie prostopadłe DE i 
FG, które przetną się z sobą w jakimkolwiek 
punkcie O (pod. 21, ks. I). 

Punkt O, leżąc na linii DE, prostopadłej 
do AB i wyprowadzonćj z jéj środka, znajdu- 
je się w jednakowćj „odległości od punktów 
A i B (pod. 17 ks. I); tenże punkt O, leżąc 
na FG prostopadłćj do BC; jest jednakowo 
` oddalony od punktów Bi G; więc trzy linie 
proste OA; OB i OC są sobie równe, przeto 
okrąg koła opisany ze środka O promieniem 
OB, przejdzie przez trzy punkta dane A,Bi C. 

Dowiedziono więc, że przez trzy punkta, 
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nie leżące na jednćj linii prostój, zawsze mo% 
ina poprowadzić okrąg koła; pozostaje jesz- 
cze okazać, że tylko jeden okrąg koła może 
przez nie przechodzić, Jeżeliby można było 
przez trzy punkta dane A, Bi © poprowa- 
dzić inny okrąg koła, wówczas „środek jego 
musiałby się znajdować na linii DE, gdyż 
inaczćj on byłby nierówno oddalony od pun- 
któw A i B (pod, 17, ks. I); dla podobnej 
przyczyny on znalazlby się na linii FG; prze- 
to środek byłby i pa.linii DE i na- FG; po- 
nieważ zaś dwie linie proste przecinają się 
z sobą tylko w jednym punkcie, więc środ- 
kiem nowego okręgu koła byłby punkt O; a 
zatém przez trzy punkta dane nie na linii 
prostćj, można poprowadzić tylko jeden 
okrąg koła. 


Wniosek. Okręgi dwóch kół przecinają . 
się z sobą tylko w dwóch punktach; gdyż 
jeżeliby one miały trzy punkta wspólne, na- 
tenczas miałyby wspólny środek i stanowi- 
łyby jeden okrąg koła. r 
% - i 
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PODANIE VII. 
Twierdzenie. 


Dwie cięciwy równe są równo oddalone od 
srodka koła; z dwóch zas cięciw nierównych 
mniejsza jest więcćj oddalona od srodka koła. 

1-e Niech będzie cięciwa (fig. 55) AB==DE; 
prostopadłómi CF i CG, spaszczonemi na nie 
ze środka koła, podzielmy je na dwie równe 
części i poprowadźmy. promienie CA i CD.” 

Trójkąty prostokątne CAF i DCG mają 
przeciwprostokątne CA i. CD równe, nadto 
bok AF, kędący półową AB, jest równy ` 
bokowi DG , który jest półową cięciwy DE; 
więc pomienione dwa trójkąty są sobie ró- 
” wne (pod. 18, ks, I), a tém samém bok trze- 
ci CF jest równy bokowi trzeciemu CG; 
przeto dwie cięciwy równe AB i DE, są ró- 
wno npóająne od środka koła. 

-e Niech będzie cięciwa AH większa od 
ka łuk AKH będzie większy od łuku DME 
(pod. 5); na łuku AKH odciąwszy częśc 
ANB=DME, poprowadźmy cięciwę AB, 


« 
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spuśćmy CF prostopadłą na tę cięciwę i CJ 
prostopadłą do AH; linia CF, jest dłuższa od 
- CO, i linia CO większa od CJ (pod. 16 ks» I), 
więc tém bardzićj CF >> CJ. Lecz CF—=CG, 
bo cięciwy AB i DE są sobie równe, więc 
takie CG> CJ; przeto z dwóch cięciw nie- 
równych mniejsza jest bardzićj oddalona od 
środka koła. 


PODANIE IX. 
Twierdzenie, 


Prostopadła BD (fig. 56) do promienia 
CA, z końca jego wystawiona, jest styczną 
z okręgiem koła. 3 ; 

Wszelka pochyła CE jest dłuższa od pro- 

„stopadłćj CA (pod. 16 ks. I), a zatém punkt 
E znajduje się zewnątrz koła; więc linia-BD 
ma tylko jeden punkt A wspólny z okręgiem 
koła, a tém samém jest (opis. 8) "= do 

- niego. * 

Uwaga. Przez punkt A dany na okręgu 

koła tylko jedną stycznę można poprowadzić; 
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jeżeliby bowiem można było poprowadzić 
drugą, ta nie byłaby prostopadła do promie- 
nia-CA, i promień byłby względem nićj linią 
pochyłą; przeto prostopadła, spuszczona ze 
środka na nową styczną, byłaby krótsza od 
promienia AC, a tém samém druga styczna 
przecięłaby okrąg koła i byłaby sieczną. 


PODA NIE X. 
Twierdzenie. 


Łuki (fig. 57) MN i PQ, odcięte na okręgu 
koła przez dwie linie równoległe AB i DE 
są sobie równe, 

Mogą się zdarzyć trzy przypadki: 

l-e Jeżeli dwie linie równoległe są sieczne- 
mi, natenczas poprowadziwsży promień CH 
prostopadły do cięciwy MP, on będzie prosto- 
padły i do cięciwy NQ, równoległćj do MP 
(ks. I, pod. 22); a zatóm punkt H będzie 
środkiem łuków MHP i NHQ (pod. 6); więc 
mamy łuk MH= HP i łuk NH—=HQ, 
zkąd wypada MH — NH= HP — - HQ, czyli 
MN=PQ. ~ 
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2-e Gdy jedna AB z dwóch linij równole- 
głych (fig. 58) jest sieczną, a druga DE sty- 
czną; natenczas promień CH, poprowadzony 
przez punkt H, zetknięcia się stycznój DE 
z okręgiem koła, będzie prostopadły (pod. 9) 
do stycznćj i do cięciwy MP z nią równole- 
głéj. Ponieważ promień jest prostopadły do 
cięciwy MP, przeto punkt H jest- środkiem 
łuku MHP, a tém samém łuki MH i HE, 
odcięte przez linie równoległe AB i DE, są 
sobie równe. 

3-e Nakoniec kiedy obie linie równoległe 
DE i JL są stycznemi, jedna w punkcie H, a © 
druga w K, poprowadziwszy sieczną AB ró- 
wnoległą do nich, podług tego co dowie- 
dziono otrzymamy, MH=HP i MK=KP, 
przeto MA++MK==HP+-KP, czyli HMK = 
HPK. Nadto widzimy, że każdy z tych łuków 
jest półokręgiem koła. 


= 


PODANIE XI. 
Twierdzenie. 
Linia prosta, łącząca srodki dwóch okrę- 
- : 6* 
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gów kół przecinających się z sobą, jest prosto- 
padła do cięciwy, łączącej dwa punkta wy- 
nikle z przecięcia, i dzieli ją na dwie części 
równe. 460 

Gdyż linia (fig. 59 i 60) AB, łącząca pan- 
kta przecięcia, jest cięciwą wspólną dla obu 
kół, przeto linia prostopadła, wystawiona 
z jej środka, musi przejść przez środki © i D 
tychże kół (pod. 6 uw.). Lecz między dwóma 
punktami można poprowadzić tylko jedoą 
linię prostą, więc linia prosta, przechodząca 
przez środki, jest prostopadła do cięciwy 
wspólnćj i dzieli ją na dwie części równe. 


PODANIE XXII. 


Twierdzenie. 


Jeżeli odległość środków dwóch kół jest 
mniejsza od summy ich promieni, a promień 
większy jest mniejszy od summy promienia 
mniejszego i odległości srodków, natenczas 
dwa koła przetną się z sobą. 


j Widoqenie że aby okręgi dwóch kół prze- 
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cięły się z sobą , powinien mieć miejsce trój- 
kąt CAD (fig. 59 i.60), a zatém potrzeba aby 
było CD < AC+-AD, i aby promień większy 
AD < AC--CD. Przeto skoro można nary- 
sować trójkąt CAD , okręgi dwóch kóż, opi- 
sane ze Środków Ci D , przetną się z sobą 
w jakichkolwiek puntach A i B. 


PODANIE XII. 
| Twierdzenie. 


Jeżeli odległosć CD (fig. 61) srodków dwóch 
kół jest równa summie ich promieni CA i AD, 
koła będą względem siebie stycznemi ze- 
wnęlrznie.. 


Koła takie widocznie nie będą miały ża- 
dnego punktu wspólnego prócz A; bo aby 
miały drogi punkt wspólny, potrzeba aby 
odległość ich środków była mniejsza od sum- 
my protaieni. A 
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| 
PODAĄIE XIV. 


Twierdzenie. 

Jeżeli odległość GD (fig. 62) środków 
dwóch kół jest równa różnicy / między ich 
promieniami DA i AC, koła będą stycznemi 
wewnętrznie. > 

Widoczną jest rzeczą, że koła takie nie 
będą miały żadnego punktu wspólnego prócz 
A; bo aby miały drugi punkt wspólny, po- 
trzeba żeby promień większy AD był mniej- 
szy od summy promienia mniejszego CA i 
odległości srodków CD (pod. 12), co EF 
sca nie ma. 

"Wniosek. Przeto jeżeli dwa koła są sty- 
czne do siebie, bądź to zewnętrznie, bądź 
wewnętrznie, środki ich i punkt zetknięcia 
Jeżą na jednćj linii prostćj, 

Uwaga. Wszystkie koła mające środki 
swoje na linii prostćj CD (fig. 61 i 62) i 
przechodzące przez punkt A, są styczne do 
siebie , to jest: mają jeden tylko punkt wspól- 
ny A. Linia AE prostopadła do CD, wypro- 
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wadzona z punktu A, będzie da wszystkich 
kół styczną. * 


PODANIE XV. 
Twierdzenie. 


Kąty ACB i DCE (fig. 63) równe scbie, ma- 
jące wierzchołki swoje w srodku jednego koła, 
lub w środkach kół równych, obejmują ramio- 
nami swómi na okręgach łuki AB i DE równe. 

Odwrotnie, tuki równe AB i DE są za- 
warte między ramionami kątów równych 
ACB i DCE. - 

. Gdyż l-e, jeżeli kąty ACB i DCE są sobie 
równe, jeden z nich można położyć na dru- 
gim tak, że punkt A padnie na Di B na E; 
-Ww takim razie i łuk AB przystanie do łuku 
DE; jeżeliby bowiem te łuki nie przystały 
do siebie, natenczas punkta ich nie byłyby 
jednakowo oddalone od środka, co być nie 
może, a zatóm łuk AB z= DE. 

2-e Założywszy że łuk AB =DE, mówię 
że będzie kąt AGB==DCE; gdyż jeżeli te 
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kąty nie są sobie równe, niech będzie kąt AGB 
większy od DCE; nakróśliwszy kąt ACJ= 
DCE, podług tego co dowiedziono, byłby łuk 
AJ—=DE, lecz podług założenia łuk AB == DE, 
przeto otrzymalibyśmy że część AJ jest rów 
wna calości AB, co być nie może; zatóm kąt 


ACB-= DCE: 


PODANIE XVI. 
| Twierdzenie. 


Jeżeli dwa katy ACB i DCE (fig. 64), któ- 
rych wierzchołki są w srodku jednego koła, 
lub w środkach kół równych, mają się do siebie 
jak dwie liczby całe, natenczas i łuki AB i DE, 
zawarte między ich ramionami, mićć się bę- 
dą jak te same liczby, a lém samém stosunek 
kątów będzie równy stosunkowi łuków, to 
jest będzie : 
kąt ACB : kąta DCE = łuk AB : łuku DE. 

Przypuśćmy że kąty ACB i DCE mają się 
do siebie jak dwie liczby 7 i 4; albo co jest 
to samo, załóżmy że kąt M, będący ich 
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wspólną miarą, mieści się w kącie ACB ra- 
zy T, a w kącie DCE razy 4. Ponieważ kąty 
cząstkowe ACm, mCn, nCp it. d., DCz, ` 
zCy i teid. są sobie równe, przeto i łuki 
eząstkowe Am, mn, np it. p., Dz, zy it. d 
także są sobie równe (pod. 15); a zatóm łuk 
AB tak się ma do DE, jak 7 do 4, Widoczną 
jest rzeczą, że rozumowanie będzie toż samo, 
jeżeli na miejsce liczb 7 i 4. podstawimy ja- 
kickolwiek inne liczby; przeto jeżeli stosunek 
kątów AQB i DCE może być wyraźony w li- 
czbach całkowitych, łaki AB i DE mieć się 
będą do siebie, jak kąty ACB i DCE. 

Uwaga. Odwrotnie , jeżeli łuki AB i DE 
mają się do siebie jak liczby całe, i kąty ACB. 
i DCE mieć się będą do siebie jak też same 
liczby, i zawsze będzie ACB: DCE = AB : DE; 
gdyż jeżeli łuki cząstkowe Am, mn, it. d. 
Dz, zy, i t. d. będą sobie równe, i kąty czą- 
stkowe ACm, mCn, it. d., Dex, zCy,i t. 
d. także będą sobie równe. 


y 


a 


http://rcin.org.pl 


12 


PODANIE XVH. 
Twierdzenie. 


Dwa kąty AGB i ACD (fig. 65) mające się 
do siebie w jakimkolwiek stosunku, zawsze 
mieć się będą do siebie jak łuki AB i AD, za- 
warte między ich ramionami, i opisane z ich 
wierzchołków, jako ze środków, jednakowómi 
promieniami. 

- Przypuśćmy że kąt mniejszy jest położony 
na większym. Jeżeli twierdzenie nie jest pra- 
wdziwe A kąt ACB tək się ma do kąta ACD 
jak łuk AB do łuku większego lub mniejsze- 
go od AD, ‘Przypuśćmy do łuku większego 
AO, to jest: e | 

kąt ACB: kąta ACD==łuk AB: łuku AO. 

Wyobraźmy sobie, że łuk AB podzielono 
na ilekolwiek części równych, z których każda 
jest mniejsza od DO, w takim razie przynaj- 
mnićj jeden punkt podziału padnie między 
punktami D i O, niech tym punktem będzie 
J; poprowadziwszy CJ, łuki AB i AJ będą się 
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miały do siebie jak hczby całe, a zatém po- 
dług twierdzenia poprzedzającego będzie: 
kąt ACB: kąta ACJ — luk AB: łuku AJ. 

Ponieważ w tych dwóch proporcyach po- 
przedniki są sobie równe, przeto następniki 
stanowią proporcyę: 

kąt AED: kąta ACJ == łuk AO: łuku AJ, 

Ponieważ łuk AQ jest większy od łuku AJ, 
przeto aby ta proporcya mogła mieć miejsce, 
a tém samém aby przypuszczenie było pra- 
wdziwe, potrzeba żeby kąt ACD był większy 
od kąta ACJ; lecz kąt ACD jest mniejszy od 
ACJ, przeto być nie może aby kąt ACB miał 
się do kąta AGD, jak się ma łuk AB do łuku 
większego od AD. 

Drogą podobnego rozumowania możnaby 
okazać, że czwarty wyraz proporcyi założo- 
nój w twierdzeniu, nie może bydź mniejszy 
od AD; przeto może bydź nim tylko AD, i 
tém samém mamy proporcyą: 

kąt ACB: kata ACD = łuk AB: łuku AD. 

Wniosek. Ponieważ kąt mający swój wie- ` 
rzchołek w środku koła i łuk na okręgu te- 
goż koła, zawarty pomiędzy ramionami kąta, 
7 
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mają tak ścisły z sobą związek, że w miarę 
powiększenia lub zmniejszenia się jednego 
z nich w jakimkolwiek 'stosunku, i drugi w tym 
że samym stosunku powiększa się lub zmiej- 
sza; przeto jedną z tych wielkości można wziąść 
za miarę drugićj,, i tak za miarę kąta ACB 
zawsze brać będziemy luk AB. Lecz uważać 
należy, aby łuki brane za miary kątów, poró- 
wnywanych pomiędzy sobą, były opisane 
promieniami jednakowómi; cośmy. w saméj 
rzeczy zakładali we wszystkich wyżćj przy- 
toczonych twierdzeniach. i 
Uwaga. Zdaje się, że właściwićj byłoby 
mierzyć wielkości, zapomocą wielkości tegoż 
samego gatunku; podług téj zasady wypadało- 
by wszystkie kąty odnosić do kąta prostego, 
w takim razie wziąwszy kąt prosty za jedność, 
kąty ostre wyrazilibyśmy liczbami” zawartemi 
między łi2. Lecz ten sposób wyrażania ką- 
tów w użyciu nie jest dogodnym i znaleziono, 
że daleko jest prościćj wyrażać kąty łukami 
koła; gdyż łatwo nakreślić łuk równy łukowi 
danemu i dla wielu innych przyczyn. Nadto 
chociaż sposób mierzenia kątów łukami nie 
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zdaje się być w pewnym względzie prostym, 
jednak łatwo jest przejść od tćj miary, do 
miary kątów prostćj i bezwględnćj; gdyż po- 
równawszy łuk, służący za miarę kąta danego, 
z czwartą częścią okręgu koła, otrzymamy 
stosunek tegoż kąta do kąta prostego, a to jest 
miarą kąta bezwzględną. 
Uwaga 2. Wszystko co dowiedziono 
w trzech ostatnich podaniach o stosunkach 
kątów do łuków, rozciąga się i na wycinki 
porównywane z łukami; gdyż wycinki są so» 
bie równe, jeżeli ich kąty są sobie równe, i 
w ogólności one są proporcyonalne kątom; 
przeto dwa wycinki ACB i ACD (fig. 65), je- 
dnego koła, lub dwóch kół równych, mają się 
do siebie jak łuki AB i AD, będące ich podsta- 
wami. > 
Ztąd widzimy że łuki koła, które służą za 
miarę kątów, mogą także być użyte do mierze- 
nia wycinków jednego koła tub kół równych. 


PODANIE- XVIU. / 


Twierdzenie. 
Miarą kala wpisanego BAD (fig. 66 í 67) 
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jest półowa łuku BD, zawartego między jego 
ramionami. | 

Przypuśćmy na 1-ód że środek kola znaj- 
duje się między ramionami kąta BAD (fig. 66); 
poprowadźmy średnicę AE i promienie CB i 
CD. Kąt BCE, będąc zewnętrznym wzglę- 
dem trójkąta ABC, jest równy summie jego 
kątów wewnętrznych CAB i ABC (pod. 32 
wni. 6, ks, I); ponieważ zaś trójkąt BAC jest 
równoramienny, przeto kąt CAB= ABC, i 
tóm samóm kąt BCE jest dwa razy większy 
od kąta BAC. Kąt BCE, którego wierzcho- 
łek jest w środku, ma za miarę łuk BE, prze- 
to miarą kąta BAC jest półowa łuku BE. 
Drogą tatiego samego rozumowania znajdzie- 
my, że miarą kąta CAD jest półowa łuku ED; 
a zatćm summa kątów BAC i CAD, czyli kąt 
BAD ma za miarę półowę summy łuków BE 
i ED, czyli połowę łuku BD. 

Przypuśćmy po 2-re, że środek koła C (fig. 
67) znajduje się zewnątrz kąta BAD; popro- 
wadziwszy średnicę AE, miarą kąta BAE będzie 
półowa łuku BE, a miarą kąta DAE półowa 
łuku DE; a zatóm miarą różnicy tych dwóch 
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kątów, t. j. kąta BAD, będzie półowa łuku 
BE zmniejszona półową łuku DE, czyli póło- 
wa łuku BD. 

Więc miarą wszelkiego kąta wpisanego 
w koło jest półowa łuku, zawartego pęka, 
jego ramionami, 

Wniosek I. Wszystkie kąty BAC, BDC i 
t.d. (fig. 68), wpisane w jeden odcinek są 
sobie równe; gdyż wspólną ich miarą jest 
półowa łuku BOC. 

il. Wszelki kąt BAD (fig. 69), wpisany 
wpółkole jest prosty, gdyż miarą jego jest 
półowa półokręgu BOD, t, j. czwarta część 
okręgu koła. 

Aby to dowieść innym sposobem, popro- 
wadźmy promień AC; trójkąt BAC jest ró- 
wnoramienny, przeto kąt BAC==ABCG; trójkąt 
CAD jest także równoramienny, azatóm kąt 
CAD ADC, więc BAC + CAD, czyli BAD 
==ABD + ADB. Lecz ponieważ w trójkącie 
summa dwóch kątów B i D jest równa trze- 
ciemu BAD, a summa wszystkich trzech czy= 
ni dwa kąty proste, przeto kąt BAD musi być 
kątem prostym. 

By 
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II. Wsżelki kąt BAC (fig. 68) wpisany 
w odcinek większy od półkoła, jest ostry; gdyż 
ma za miarę półowę łuku BOC mniejszego 
od półokręgu. 

Każdy kąt BOC, wpisany w odcinek mniej- 
szy od półkola, jest rozwarty, bo ma za mia- 
rę półowę łuku BAC większego od półokręgu. 

IV. W czworokącie wpisanym ABCD (fig. 
70) dwa kąty przeciwległe A i C, razem wzię- 
te, stanowią dwa kąty proste; gdyż kąt BAD 
ma za miarę pół łuku BCD, a miarą kąta BCD 
jest pół łuku BAD; więc miarą summy kątów 
BAD i BCD jest pół okręgu, a zatém oba sta- 


nowią dwa kąty proste. 
TAT 


PODANIE XIX. 
Twierdzenie. 


Miarą kata-BAE (fig, 11) zawartego mig- 
dzy cięciwą i styczną, poprowadzoną przez 
którykolwiek koniec cięciwy, jest półowa luku 
AMDC, podpartego przez cięciwę. 

Przez punkt A zetknięcia stycznćj z okrę= 
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giem, poprówadźmy średnicę AD, kąt BAD 
jest prosty (pod. 9), a więc ma za miarę połowę 
półokręgu AMD, miarą zaś kąta DAC jest 
półowa łuku DC (pod. 18), przeio miarą 
BAD + DAC, t. j. kąta BAC jest półowa łuku 
AMD więcćj półową łuku DC, czyli półowa 
całego łuku AMDC. 

* Podobnie można dowieść, że miarą kąta 
CAE jest półowa łuku AC. 


PODANIE XX. 
Twierdzenie. 


Miarą kąta ABC (fig. 12), mającego wierz- 
chołek między środkiem a okręgiem koła, jest 
półowa łuku AC zawartego między jego ra- 
mionami, powiększona półową łuku DE zawar- 
tego między przedłużeniami tychże ramion. 

Przez punkt E Poprowadźmy linię EF ró- 
wnoległą do DO, która odelnie na okręgu łuk 
GF = DE (pod. 10). Miarą kąta AEF (pod. 
18) będzie półowa łuku AC, czyli 3 AQ + 
3 CF, czyli 4 AC 1 DE; żezaś kąt AEF jest 
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równy kątowi ABC (pod. 23 ks. [.), przeto 
miarą kąta ABC jest 3 AC -+ 4 DE. 


„ 


PODANIE XXI. . 
Twierdzenie. 


Miarą kąta ABC (fig. 78), mającego wierz- 
chołek za okręgiem koła jest półowa łuku AC 
zmniejszoną półową łuku DE. 

Prez punkt E poprowadźmy linię EF ró- 
wnoiegłą do AB, która odetnie na okręgu łuk 
AF-=DE (pod. 10). Miarą kąta FEC jest 
półowa łuku FC (pod. 18); że zaś łuk FC = 
AC — AF, czyli łuk FC = AG — DE, przeto 
4FC=1AC—1DE, a tém samém miarą 
kąta FEC jest | AC — 1 DE; aże kąt FEC—= 
ABC (pod. 23, ks. I.), więc miarą kąta ABỌ 
jest 4 AG — 1 DE. 


"BĘPEDEPE- 
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BAGADMMA, 


KTÓRYCH ROZWIĄZANIE -POLEGA NA 
WIADOMOŚCIACH OBJĘTYCH W DWÓCH “ 
PIERWSZYCH KSIĘGACH. 


ZAGADNIENIE 1. 


Daną linię prostą AB (fig. 14) podzielić na 
dwie części równe. 

Z końców A i B, jako ze środków, pro- 
mieniami równómi, lecz większómi od póło- 
wy AB, opiszmy łuki, które przetną się z sobą 
w punkcie D, który będzie się znajdował 
w jednakowćj odległości od punktów A i B; 
takim samym sposobem poniżćj linii AB ozna- 
czmy punkt E, równo oddalony od jćj końców, 
i połączmy punkt D z E linią prostą DE; 
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powiadam, że linia AB w punkcie C, wyni- 


kającym z przecięcia się linii DE z linią AB, 


będzie podzielona na dwie części równe. 


Ponieważ punkta D i E są równo oddalo- 


ne od końców linii AB, przeto one winny 
się znajdować na linii prostopadłćj do AB, z jéj 
Środka wystawionćj; że zaś pomiędzy dwóma 
punktami można poprowadzić tylko jedną 
linię prostą, więc linia DE jest prostopadła 
do AB i dzieli ją na dwie części równe. 


y 


ZAGADNIENIE IL 


Z punktu A (fig. 15) danego na linii AB, 
wystawić prostopadłą do tójże linii. 


Obierzmy na danćj linii punkta B i © ró-- 


wno oddalone od A, i ztych punktów, jako 
ze środków, promieniami równómi, lecz wię= 
kszómi od BA, zakrćślmy łuki, które się prze- 
tną w D, a linia DA, łącząca puskt D z A, 
będzie żądaną prostopadłą. f 
Puvkt D, będąc równo oddalony od Bi 
C, leży na prostopadićj wyprowadzonćj do 
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linii BC z jéj środka; ozatóm AD jest prosto- 


; padłą żądaną. 


Uwaga. To samo wykreślenie słaży do 
nakróslenia kąta prostego BAD, przy punk- 
cie A na linii danćj BC. ; 


. 


ZAGADNIENIE HL 


Z punktu A (fig. 16), danego nad. linią 
BD,- spuscić prostopadłą do tćjże linii. 

Z puktu A, jako ze środka, opiszmy pro= 
mieniem dostatecznie wielkim łuk, któryby 
przeciął linię BD w dwóch wióst, B i D; 
następnie cznaczmy punkt E, równo oddalo- 


 myod Bi D, a linia AE, łącząca punkta AiE 


będzie żądaną prostopadłą. 
Linia AE dla tego jest prostopadła do BD, 


że dwa punkta A i E, na niéj leżące, są ró- 


wno oddalone od końców linii BD. 
ZAGADNIENIE IV. 


Przy punkcie A (fig. 17), na linii AB na- 
krćślić kąt, równy kątowi danemu K. 
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Z wierzchołka kąta K, jako ze środka;upo- 
dobanym promieniem KJ, opiszmy łuk JL, 
kończący się na ramionach kąta; z punktu A 
takim saif*m promieniem opiszmy łuk nie- 
ograniczony BO; z punktu B, jako ze środka, 
promieniem równym cięciwie LJ opiszmy łuk, 
któryby się przeciął z łukiem niegraniczonym 
BO w punkcie D, a połączywszy D z A linią 
prostą AD, otrzymamy kąt DAB równy kąto- 
wi danemu K, Gdyż dwa łuki BD i LJ, jako 
opisane promieniami równémi i podparte przez 
cięciwy równe, są sobie równe (pod. 4 ks. IL), 
a tém samém kąt BAD==JKL. 


ZAGADNIENIE v. 


Podzielić kąt, lub łuk dany na dwie częsci 
"równe. i 

l-e Aby łuk dany AB (fig. 78) podzielić 
na dwie części równe, zakróś 


Myo 
A i B, jako ze środków, promieniami równć- 


mi dwa łuki, któreby się przecięły w D; przez 
D i srodek koła C poprowadźmy linię prostą 
CD, ata podzieli łuk AB na dwie części równe. 
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Każdy z dwóch puoktów C i D jest równo 
oddalony od końców A i B cięciwy AB, przeto 
„ lipia CD jest prostopadła do tćj cięciwy i 
przechodzi przez jéj środek; ponieważ linia 
CD, jest to samo co promień prostopadły do 
cięciwy AB (pod. 6, ks. il), przeto dzieli łuk 
AB w punkcie E na dwie części równe. 

2-e Aby podzielić kąt ACB na dwie czę- 
ści równe, potrzeba z wierzchołka jego C, ja- 
ko ze środka, opisać jakimkolwiek promie- 
niem łuk AB, i postępując dalćj jak wyżćj, 
znajdziemy linię CD, która podzieli łuk AB a 
tém saméin kąt ACB na dwie części równe, 

Uwaga. Za pomocą takiego samego wy- 
króślenia, można każdą połowę AE i EB po- 
dzielić na dwie części równe, i postępując 
dalćj meżna będzie łuk, lub kąt dany podzie- 
liċ na 4, 8, 16, 32 it. d: części równych. 


, 


ZAGADNIENIE VI. 
Przez punkt dany A (fig. 19) poprowadzić 
linię równoległą do linii danćj BC. 
8. 
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- Z punktu A, jako ze środka, promieniem 
dostatecznie wielkim opiszmy łuk nieogra- 
niczony EO, z punktu E, jako ze środka, 
opiszmy takim samym promieniem łuk AF, 
weźmy ED==AF, a linia AD, łącząca punkt 
A zD, będzie żądana równoległa. 

Połączywszy punkt A z E linią prostą AE, 

będą kąty naprzemianległe AEF i EAD so- 
bie równe; a zatóm linie AD i EF są ró- 
wnoległe do siebie (pod. 24, ks. E). 


+ 


Pó 


ZAGADNIENIE VII. 


Mając dane dwa kąty A i B (fig. 80) trój- 
kąta, znaleźć kąt jego trzeci. z 

Poprowadziwszy linię nieograniczoną DEF 
i nakresliwszy przy E kąt DECA i kąt 
CEH =F, pozostały kąt HEF będzie kątem 
szukanym; gdyż te trzy kąty razem wzięte 
czynią summz, równą dwóm kątom prostym. 


ZAGADNIENIE VII. 


Majqc wiadome dwa boki Bi U (fig. 81)ż 
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` kąt sponhdój nićmi mę A, nakróślić 
trójkąt. 

Poprowadziwszy linie nieograniczoną DE, 
nakreśliwszy na nićj, przy punkcie dowolnym 
D, kąt EDF równy kątowi danemu A, i wzią- 
wszy DĠ =B i DH= C, póprowadźmy GH, 
a otrzymamy trójkąt DGH żądany. 


ZAGADNIENIE, IX. 


Nakrćslić trójkąt, mając dany bok jega t 
dwa kąty. 

Albo oba kąty dane będą przyległe bo- 
kowi, albo jeden będzie przyległym a drugi 
naprzeciw niego leżącym; w drugim przypa- 
dku znalazłszy kąt trzeci (zag. 7), będą wia- 
dome dwa kąty mające leżćć przy boku da- 
nym, To założywszy, poprowadźmy linię pro- 
stą.DE (fig. 62) równą bokowi danemu, i 
na nićj przy punkcie D nakrćslmy kąt EDE 
równy jednemu, a przy punkcie E kąt DEG 
równy drugiemu kątowi mającemu leżćć na 
DE; dwie linie DF i EG przetną się z sobą ` 
w punkcie H i dadzą trójkąt żądany DEH. 
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ZAGADNIENIE X. 


Nakrćslić trójkąt, mając wiadome trzy 
beki jego A, B i C (fig. 83). å 

Poprowadźmy DE = A; z punktu E, jako 
ze środka, promieniem równým bokowi dru- 
giemu B, opiszmy łuk, z punktu D jako ze 
środka promieniem, równym bokowi trzecie- 
mu C, opiszmy łuk, który przetnie się z tam- 
tym w punkcie F; poprowadziwszy DF i EF, 
trójkąt DEF będzie żądany. 

Uwaga. Jeżeliby jeden z danych boków 
był większym od summy dwóch innych, na- 
tenczas łuki nie przecięłyby się z sobą i za- 
gadnienie byłoby niepodobne do rozwiąza- 
nia; zawsze zaś można będzie rozwiązać to 
zagadnienie , jeżeli tylko summa dwóch któ- 
rychkolwiek bóków danych jest większa od 
trzeciego. 


ZAGADNIENIE XI. 


Nakrćslić trójkąt, mając dane dwa bots 
CAiB i kąt © przeciwległy bekowi B. 
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Mogą się zdarzyć dwa przypacki: 

l-e Jeżeli kąt C (fig. 84) jest prosty lub 
rozwarty, nakróślmy kąt EDF'=C, odetnij- 
my DE==A i'z punktu E. jako ze środka, 
promieniem równym drugiemu bokowi B, 

opiszmy łuk, Który się przelnie z linią DF 
w punkcie F; połączywszy F z E linią EF, 
otrzymamy trójkąt żądany DEF. 

W tym przypadku potrzeba, aby bok B 
był większy od boku A; kąt bowiem C, jako 
prosty, lub rozwarty, jest największy z pomię- 
dzy kątów trójkąta , a zatém i bok jemu prze- 
dwogie powinien być największy. 

Q-e Jeżeli kąt C (fig. 85) jest otry, a bok 
B jest większy od A, za pomocą podobnego - 
wykreślenia, znajdziemy trójkąt DEF żądany. 
Jeżeli zaś kąt C (fig. 86) jest ostry, a bok. 
B jest mniejszy od A, natenczas łuk opisany 
z punktu E, jako ze środka, promieniem 
EF==B, przetnie się z linią DF w dwóch 
punktach F i G, położonych z jednćj strony 
punkta D, a zatóm otrzymamy dwa trójkąty 
DEF i DEG, które żtoniadej na 23ga- 
dnienie, 
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Uwaga. Zagadnienie byłoby niepodobne 
do rozwiązania, gdyby bok B był mniejszy 
od prostopadłćj żyta z punkta E na 
linię DF. 


ZAGADNIENIE XY. 


Nakrćślić równoległobok (fig. 81), mając 
wiaiome dwa jego boki przy sobie leżące A t 
B i kąt C, przez nie utworzony. 

Poprowadźmy linię DE==A, przy pun= 
kcie D nakróślmy kąt FDE = C, odetnijmy 
DF==B; opisawszy dwa łuki, jeden ze 
środka F promieniem FG = DE; a drugi ze 
środka E promieniem EG=DF, i punkt 
G, w którym te łuki przetną się z sobą, po- 
łączywszy z F i E liniami FG i EG, otrzyma= 
my równoległobok żądany DEFG, Gdyż po- 
dług wykróślenia boki przeciwległe są sobie 
równe, przeto czworokąt jest równoległobo= 
kiem (pod. 29, ks. I); nadto w skład: tego 
równoległoboku wchodzą boki i kąt dany. 

Wiosek. Jeżeli kąt dany jest prosty, fi< 
gura będzie prostokątem ; jeżeli nadto boki 
dane są sobie równe, otrzymamy kwadrat. 
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ZAGADNIENIE XIN. 


Zhaléšć srodek koła, lub tuku danego. 

Obrawszy na okręgu trzy punkta dowolne 
(fig. 88) A, Bi C i połączywszy je liniami 
prostemi AB i BC, podzielmy każdą z nich na 
dwie częsci rówie, i ze środków tych linij 
wystawmy do nich prostopadła DE.i FG, któ- 
re przetną sięz sobą w punkcie szukanym O, 

Uwaga. Toż samo wykreślenie służy do 
poprowadzenia przez dane trzy punkta A, B 
iC okręgu koła i do opisania koła na danym 
trójkącie ABC. 


ZAGADNIENIE XIV. 


Przez punkt dany poprowadzić styczną do 
koła. * 

Jeżeli punkt dany A (fig. 89) jest na okrę- 
gu, poprowadźmy prostopadłą AD do pro- 
mienia CA, a AD będzie styczną żądaną (pod: 
9ks. IN). 

Jeżeli punkt dany A (fig.90) jest za okre- 
giem, połącźmy go ze środkiem danego koła € 
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linią prostą AC; podzielmy linię AC na dwie 


części równe w punkcie O, i z punktu O, jako 
ze. środka, promieniem OC, opiszmy okrąg, 


który z okręgiem danym przetnie się w pun- 


ktach B i D; linie AB i AD, łączące punkta B 
i D zA; będą stycznemi żądanemi. 

Gdyż kąty CBA i CDA, jako wpisane w pół 
kole, są proste (pod. 18 ks. Ii), a zatém linie 
AB i AD są prostopadłe do promieni i prze- 
chodzą przez ich końce, a tém samém są sty- 
czne z kołem. ` 

Uwaga. Przeż punkt A dany za kołem, 
zawsze można poprowadzić dwie styczne AB 
i AD. równe sobie; bo trójkąty prostokątne 
CBA i CDA, mając przeciw prostokątną wspól- 
ną i bok GB== CD, są sobie równe (pod. 18 
ks. I); przeto AD = AB. 


ZAGADNIENIE XV. 


< 


W dany trójkąt ABC wpisać koło (fig. 91). 
Podzielmy kąty A i B na dwie części ró- 
wne liniami/prostemi AO i BO, które się zej- 
dą w punkcie O; z punktu O spuśćmy prosto- 
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padłe OD, OE, OF ma boki trójkąta, powiadam 
że trzy prostopadłe są sobie równe; gdyż po- 
dlug wykróśienia kąt DAO == OAF, więc dwa 
trójkąty prostokątne Ą OD i AOF mając prze- 
ciwprostokątną AO wspólną i po dwa kąty 
przy nićj leżące odpowiednio równe , są sobie 
równe; a zatóm DO z2 OF. Podobnie mo- 
źnaby okazać, że trójkąty BOD i BOE są so- 
bie równe, atóm samém że OD = 0E; więc - 
trzy. prostopadłe OD, OE i OF są sobie 
równe. 

Jeżeli więc «punktu O, jako ze środka, 
promieniem OD opiszemy okrąg koła wide- 
cznie on będzie wpisany w trójkąt ABC; gdyż 
bok AB, będąc prostopadły do promienia i 
przechoeząc przez koniec jego jest stycznym . 
z okręgiem; toż samo ma miejsce z bokami 


BGi AC. 


Uwaga. Trzy linie proste, dzielące kąty 
trójkąta na dwie częsci równe, schodzą się 
z sobą w jednym punkcie. 
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ZAGADNIENIE XVI. 


Na danćj linii prostej AB (fig. 92 i 98) 
opisać taki odcinek, aby każdy kąt w niego 
wpisany, był równy. katowi danemu C. 

Przedłużmy AB ku D, i przy punkcie B 
nakróślmy kąt DBEx==Q, poprowadźmy li- 

nię BO prostopadłą do BE i ze środka linii 
AB wystawmy linię GO do nićj prostopadłą, 
która z linią BO przetnie się w punkcie 0; 
z punktu O, jako ze środka, promieniem 
OB opiszmy koło, a odcinkiem żądanym bę- 
dzie AMB. | 
- Ponieważ linia BF jest prostopadła do 
promienia OB i przechodzi przez koniec je- 
go, przeto” jest styczną, a kąt ABF ma za 
miarę połowę łuku AKB (pod. 19 ks. H); 
nadto kąt. AMB, jako wpisany, ma także za 
miarę połowę łuku ABK , więc kąt AMB == 
„ABF=EBD—=C; przeto. wszystżie kąty 
wpisane w odcinek AMB są równe kątowi 
danemu C 
Uwaga. Gdyby kąt dany był prosty, naten- 
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SOBA MASE | 


czas odcinek szukany byłby eanet opi- 
sanóm na średnicy AB. ` 


ZAGADNIENIE XVII. 


Znaleść stosunek liczebny pomiędzy dwie- 
ma liniami prosiemi AB i CD (fig. 94), ma- 
jacemi wspólną miarę. 

Pszenieśmy linię CD na linię większą AB 
i przypuśćmy że w mićj się mieści dwa razy 
'z resztą BE. 

Resztę BE przenieśmy na linię CD i przy- 
puśćmy że mieści się w nićj raz jeden z ré- 
sztą DF. r 

are resztę drugą DF na pierwszą 
BE, i dajmy że się w nićj mieści raz jeden 

z resztą BG, 
= -Przenieśmy trzecią resztą BG na drugą DF 
tyle razy, ile razy się w nićj mffści. 
| tak dalćj postępujmy dopóty, dopóki nie 
_ dojdziemy do reszty, która będzie się zupeł- 
nie mieściła pewną liczbę razy w reszcie po- 
przedzającćj. 

Ostatnia reszta będzie wspólną miarą TA 
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danych, uważając zaś ją za jedność, łatwo 
znalóźć wartości (wyrażone w tćj jedności) 
reszt poprzedzających i nakoniec linij danych, 
zkąd w yprowadzi się stosunek liczebny tych 
że Jinij, ; 

Naprzykład , pai szy że BG mieści 
się w FD razy dwa bez reszty, wspólną mia- 
rą linij danych będzie BG. Niech będzie 
BG-=1,. przeto FD==2; lecz EB="FD 
+ BG. więc EB==3; CD=EB + FD, 
więc CD z= 5; aakoniee AB mieści w sobie 
CD dwa razy : EB, więc AB== 13; przeto 
- stosunek linij AB i Gł» jest równy stosunko- 
wi liczb 1315. Peep linię CD za je- 
dność , linia AB byłaby }3, a wziąwszy AB 
za jedność, linia CD bylaby +5 Ty" 

Uwaga. Ten sposćb wynajdywania wspól- 
nój miary dwóch linij jest taki, jaki daje aryt- 
metyka nasznalezienie wspólnego dzielnika 
dwóch lieb; a tém samóm on nie potrzebu- 
je oddzielnego dowodzenia. 

Może się zdarzyć że posunąwszy najdałćj 
działanie, nigdy nie dojdziemy do reszty, któ- 
roby się zupełnie mieściła w reszcie. poprze- 
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dżającćj. Natenczas dwie linie dane nie ma- 
ja wspólnćj miary i nazywają się nietbspół- 
miernemi; przykład takich linij napotkamy 
późnićj na przekątnćj i boku kwadratu. 
W takim więc przypadku nie można znaleść 
ścisłego stosunku liczebnego ; lecz niezwa- 
żając na ostatnią resztę, znajdziemy stosunek 
mnićj lub bardzićj przybliżony, w miarę tego 
jok daleko działanie posuniemy. 


ZAGADNIENIE XVIII. 

Mając dane dwa kąty A i B (fig. 95) zną- 
leść ieh wspólną miarę. jeżeli one mają ta- 
kową, i ztąd oznaczyć stosunek ich w liczbach. 

Promieniami równemi z wierzchołków ką- 
tów opiszmy łuki CD i EF, które mierzą 
kąty A i B; z łakami CD i EF tak postępuj- 
my, jak w zagadnieniu poprzedzającóm po- 
stępowaliśmy z liniami prostemi; gdyż łuk 
jeden może być przeniesiony na łuk drugi 
jednakowego z nim promienia, podobnie jak 
livia prosta na drugą linię prostą. Takim 

3 9 
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sposobem dojdziemy do wspólnój miary łu- 
ków GD i EF, jeżeli one mają takową, i do 
stosunku ich liczebnego; ten zaś stosunek 
jest stosunkiem pomiędzy kątami danćmi 
(pod. 17, ks II), i jeżeli łuk DO jest wspól- 
ną miarą łaków GD iEF, kąt DAO będzie 
wspólną miarą kątów A iB. - 

Uwaga. Takim sposobem możnaby znaleźć 
wartość bezwzględną kąta, porównywając 
łuk, służący mu za miarę, z całym okręgiem 
koła; np. jeżeli łuk CD. ma się do okręgu 
koła , jak się ma 3 do 25, kąt A będzie „$ 
cztćrech kątów prostych, czyli 43 kąta. 
prostego. 

Może się zdarzyć że łuki porównywane 
nie mają wspólnój miary; w takim przypadku 
otrzymamy stosunek kątów mnićj lub więcćj 
przybliżony w miarę tego , jak daleko działa- 
nie posuniemy. 
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TOILA PRZEBRAĆ, 


O PROPORCYONALNOŚCI FIGUR. 


PERSH- 
Opisania. 


1. Figury, których powierzchnie są sobie 
równe, nazywają się równoważnemi. à 

Dwie figury różne co do kształtu mogą 
być równoważne; np. koło może być równo- 
ważne z kwadratem, trójkątem, prostoką- 
tem i t. d. 3 

Nazwisko figur równych -zostaje zacho- 
wane dla tych, które po przyłożeniu przy- 
stają do siebie we wszystkich punktach ; ta- 
kiemi są: dwa koła opisane równemi pro- 
mieniami, dwa trójkąty mające po trzy boki 
odpowiednio równe i t. d. 
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2. Dwie figury mające kąty odpowiednio 
równe i boki odpowiednie proporcyonaliie są 
sobie podobne. Bekami odpowiednićmi na- 
zywają się boki jednakowo położone w obu 
figurach, albo boki leżące przy kątach ró- 
wnych. Takie zaś kąty nazywają się kqtami 
odpowiednićmi. 

Dwie figury równe zawsze są sobie podo- 
bne; lecz dwie figury podobne mogą być 
nierówne. , 

3. W dwóch kołach różnych, łukami po- 
dobnemi, wycinkami podobnómi, odcinkami 
podobnómi nazywają się łuki, wycinki, odcin- 
ki odpowiadające kątom rownym, mającym 
swoje wierzchołki w środkach tychże kół. 

I tak jeżeli kąt A (fig. 96) jest równy ką- 
towi O, łuk BG będzie podobny łukowi DE, 
wycinek ABC podobny wycinkowi ODE i t. d. 

4. Wysożością równoległoboku jest pró- 
stopadła EF, spuszczona z punktu obranego 
na jednym jego boku na bok przeciwległy, 
wzięty za podstawę (fig. 97). 

9. Wysokością trójkąta jest prostopadła 
AD (fg. 98), spuszczona z wierzchołka któ- 
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„regokolwiek kąta A na bok jemu przeciwle- 
gły BC, wzięty za podstawę. 

6. Wysokością trapeza jest prostopadła 
EF (fig. 99); poprowadzona do dwóch jego 
boków AB i CD równoległych. 


NB. Dla zrozumienia téj księgi należy mićć 
obecną w pamięci teoryą proporcyj, po którą 
odsyłamy do zwyczajnych wykładów arytme- 
tyki lub algebry. Zrobimy tylko uwagę, któ- 
ra jest ważną dla należytego zrozumienia 
proporcyj i dla ułatwienia pojęcia bądź to wy- 
rażeń, bądź dowodzeń. i 

Wićmy że w każdćj proporcyi A:B—=C:D, 
iloczyn wyrazów skrajnych A XD jest równy 
iloczynowi wyrazów średnich B X C. 

Ta prawda jest niezaprzeczoną dla liczb, 
lecz taką jest i dla wielkości jakichkol więk, 
byleby one były oznaczone liczbami, lub tóż 
byleby wyobrażano sobie, że one są tak wy- 
rażone, co zawsze można przypuścić. Jeżeli 
np. A, B, C, D są liniami, można wyobrazić 
sobie że jedna z tych linij , albo też jakakol- 
wiek piąta, użyta za miarę dla wszystkich, jest 
wzięta za jedność; natenczas każda z linij A, 
B, C, D przedstawia pewną liczbę jedności f 
całkowitą [ub ułamkową, współmierną lub 
niewspółmierną, i proporcya między liniami 
A,B,C, D staje się proporeyą ar li- 
czbami, 
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Iloczyn z linij A i D, który nazywa się 
także prostokątem z tych linij, oznacza liczbę 
jedności podłużnych zawartych w A, pomno- 


` żoną przez liczbę jedności podłużnych zawar- 


tych w B; pojmujemy że ten iloczyn jest i 
powinien być równy iloczynowi wypadające- 
mu z pomnożenia linij B i G przez siebie. 

Dwie wielkości A i B mogą być jednego 
gatunku, np. liniami, a dwie drugie wielko- 
ści C i D innego gatunku, np. powierzchnia- 
mi; natónczas należy uważać te wielkości 
jako liczby, A 1 B będą wyrażone w jedno- 
ściach podłużnych, a G i D w jednościach 
powierzchni, i iloczyny AXD i BXC be- 
dą liczbami. M 

W ogólności we. wszystkich działaniach, 
które odbywamy z proporcyąmi, należy uwa- 
żać wyrazy proporcyi za liczby, z których każdy 
ma być właściwego jemu gatunku; w takim 
razie nie będziemy mieli żadnćj trudności 
w pojęciu działań i wypadków, jakie ztąd 
wynikają. 

Winniśmy także uprzedzić, że wiele do- 
wodzeń przez nas używanych , opićra się na 
niektórych prawdach najprostszych , wziętych 
z algebry, które znowu zasadzają się na pe- 
wnikach wiadomych: i tak, maiae A=B + C, 
jeżeli każdą stronę pomnożymy przez M, bę- 
dzie AXM=BXM+CXM; podobnie 
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jeżeli mamy A= B+C i D==E —C, do- 
dawszy te ilości do siebie i w summie dru- 
giéj opuściwszy +C i — C, które niszczą się 
wzajemnie, otrzymamy A--D—=B--E it. d. 
Wszystko to jest samo przez się widoczne; 
lecz w razie trudności należy poradzić się 
dzieł algebry i łączyć takim sposobem naukę 
algebry i geometryi. 


= 


PODANIE I. 
Twierdzenie. j 


Dwa równoległoboki, mające podstawy i 
wysokosci równe , są sobie równoważne. 

Niech będzie (fig. 100) AB podstawą wspól- 
ną dwóch równolegtoboków ABCD i ABEF, 
które mając jednakową wysokość, będą miały 
podstawy górne DQ i EF na jednćj linii ró- 
wnoległćj do AB, Z własności równoległe- 
boków mamy AD =BC i AF—BE; dla tćj- 
że przyczyny jest DC = AB i FE—AB, a 
tém samém DC==FE; więc odjąwszy'od li- 
nii DE raz DC i drugi raz FE, otrzymamy 
reszty CE i DF równe sobie. 
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Ztąd wynika że trójkąty DAF i CBE mają 
boki równe, a tém samém są równe sobie. 

Jeżeli od czworokąta ABED odójmiemy 
trójkąt ADF, pozostanie równoległobok 
ABEF, odjąwszy zaś od tegoż czworokąta trój- 
kąt CBE, pozostanie równóległobok ABCD; 
więc dwa równolłegłoboki ABCD i ABEF, 
mające podstawy i wysokości równe, są ró- 
wnoważne, 

Wniosek. Równoległobok (fig. 101) ABCD 
jest równoważny prostokątowi ABEF, mają- 
cemu z nim jednakową podstawę i wysokość. 


PODANIE IL 
Twierdzenie. 


Wszelki trójkąt ABC (fig 102) jest póło- 
wą równoległoboku ABCD, mającego z nim 
ednakową podstawę i wysokość. 

- Gdyż dwa trójkąty ABU i ACD, mając bok 
AC wspolny, bok AD =BG (pod. 28. ks, I), 
bok AB= CD , są sobie równe; a zatém 
trójkąt ABC jest półową równoległoboku 
ABCD. ; 
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Wnioeek I. Trójkąt ABC jest półową pro- 
stokąta BCEF, mającego. z nim wspólną pod- 
stawę BG i wysokość AO; gdyż prostokąt 
BCEF jest równoważny z równoległobokiem 
ABCD. - | 

IL Wszystkie trójkąty, mające podstawy i 
wysokości równe, są sobie równoważne. 


PODANIE II. 
Twierdzenie. 


Dwa prostokąty mające równe wysokości, 
są do siebie w stosunku swoich podstaw. 

Niech będą (fig. 103) ABCD i AEFD dwa 
prostokąty, mające wspólną wysokość AD, 
mówię, że one mićć się będą do siebie jak 
ich podstawy. 

Przypuśćmy naprzód, że podstawy AB i 
AD są współmierne, i że mają się do siebie 
w stosunku liczb 7 i 4; podzieliwszy AB 
na 7 cżęści równych, AE będzie mieściła 
w sobie takich części 4; wyprowadziwszy 
z punktów podziałów prostopadłe do pod- 


http://rcin.org.pl 


105 


stawy, pićrwszy prostokąt zostanie podzielo= 
ny na 7 prostokątów cząstkowych równych, 
a prostokąt drugi na 4 takich samych pro- 
stokątów cząstkowych; a zatóm prostokąt 
ABCD tak się ma do prostokąta AEFD, jak 
1 do 4, czyli jak AB do AE. Toż samo ro- 
zumowanie możnaby powtórzyć przy każdym 
innym stosunku podstaw; a tém samém, sko- 
ro podstawy są współmierne, będzie: 

ABCD : AEFD = AB: AE. 
` Przypuśćmy po 2-e, że podstawy AB i 
AE (fig. 104) są PEC: mówię że 
będzie także: 

ABCD : AEFD —AB: AE. 

Jeżeli bowiem ta proporcya nie jest pra- 
wdziwa, trzy pierwsze jéj wyrazy mogą po- 
zostać, lecz wyraz czwarty powinien być albo 
większy, albo mniejszy od AE. Przypuśćmy 
że powinien być większy, a w takim razie 
będzie : 

ABCD; AEFD =AB:AO. 

Podzielmy linię AB na części równe mniej- 
sze od EO ; w takim razie przynajmnićj jeden 
punkt podziału J przypadnie między E i 0; 
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z punktu J wyprowadźmy linię JK prostopa- 
dłą do AJ. Podstawy AB i AJ będą współ- 
mierne, a tóm samém , podług tego co już 
dowiedziono, będzie : 

ABCD :AJKD—= AB: AJ, 
lecz z przypuszczenia mamy, 

ABCD : AEFD = 4AB : AO; 
ponieważ poprzedniki w tych proporcyach są 
sobie równe, więc ich następniki stanowią 
proporcyę: 

AJKD:AEFD—=AJ: AO. 

Ponieważ AO jest większe od AJ, więc, 
aby ta proporcya była dobrą, potrzeba że- 
by prostokąt AEFD był większy od AJKD, 
że zaś on jest mniejszy, przeto proporcya 
przypuszczona nie może mióć miejsca; a tém 
samém nie możę się mićć ABCD do AEFD, 
jak się ma AB do linii większćj od AE. 

Podobnież możnaby okazać że czwarty wy- 
raz proporcyi założonćj nie może być mniej- 
szy od AE; a tém samém on jest równy AE. 

A zatém, jakikolwiek jest stosunek pod- 
staw, dwa prostokąty ABCD i AEFD , mają- 
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A 


ce jednakowe wysokosci, mają się do siebie 
jak podstawy AB i AE. 


PODANIE IV. 
Twierdzenie. 


Dwa prostokąty ABCD i AEGF jakiekol- 
- wiek (fig. 105) mają się do siebie jak iloczy- 
ny z ich podslaw przez wysokości; to jest: 
ABCD : AEGF =ABXAD:AEXAF. ` 
Postawiwszy te dwa prostokąty tak, aby 
kąty przy A były wierzchołkiem stykającómi 
się, przedłużmy boki GE i GD do spotkania 
się z sob} w H. Dwa prostokąty ABCD i 
AEHD , mając wspólną wysokość AD , mają 
się do siebie jak ich podstawy AB i AE; po- 
dobnież dwa prostokąty AEHD i AFGE, ma- 
jąc wspólną wysokość AE , mają się do sie- 
bie jak ich podstawy AD i AF, azalóćm mamy: 
ABCD :AEHD—=AB:AE, 
AEHD:AEGF = AD: AF. 
Pomnożywszy przez siebie wyrazy odpo- 
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wiednie tych proporcyj i w otrzymanćj pro- 
porcyi opuściwszy czynnik AEHD , wspólny 
dła obu wyrazów pićrwszego ja stosunku, 
będzie : . 

ABCD: AEGF = AB X AD: AE X AF. 

Uwaga. Podług tego za miarę powierz- 
chni prostokąta można wziąść iloczyn z jego 
podstawy przez wysokość; rozumiejąc przez 
to iloczyn z dwóch liczb, z których jedna jest 
liczbą jedności podłużnych zawartych w pod- 

„ stawie, a druga liczbą takich samych jedno- 
ści zawartych w wysokości, 

Ta miara nie jest bezwzględną , lecz sto- 
sunkową; przypuszczamy bowiem, że podo- 
bnież obliczono powierzchnię innego prosto- 
kąta, mierząc podstawę i wysokość jego za 
pomocą takićj samćj jedności podłużnćj; po- 
mnożywszy przez siebie dwie liczby ztąd 
wypadłe, otrzymamy drugi iloczyn , a stosu» 
nek takich dwóch iloczynów jest równy sto- 
sunkowi prostokątów, podług twierdzenia 
poprzednio dowiedzionego. 

= Naprzykład, jeżeli wysokość prostokąta A 
| zawićra 8 jedności: a podstawa 10, prostokąt 
| 10 
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wyrazi się iloczynem 3X10, t.j. liczbą 80; 
ta liczba oddzielnie uważana nic nie wyraża. 
Lecz powierzchnia drugiego prostokąta B, 
którego podstawa zawiera 12 a wysokość 7 
jedności, wyrazi się przez 12X 7, czyli 84; 
ztąd wniesiemy, że prostokąty A i B mają się 
do siebie, jak 30 do 84; jeżeliby więc zgo- 
dzono się wziąść prostokąt A za jedność mie- 
rzenia powierzchni, natenczas bezwzględna 
miara Paoro; prostokąta B byłaby A 
wna $$, to jest: on zawierałby w sobie $ 
jedności miar powierzchni takich jak A. 
` Zwykle i to jest daleko. prościćj , biorą za 
jedność do mierzenia powierzchni kwadrat, 
którego bok jest równy jedności miary po- 
dłażnćj; natenczas miara, którą uważaliśmy 
za stosunkową, staje się bezwzględną; np. 
liczba 30 , za pomocą którćj mierzyliśmy pro- 
stokąt A, przedstawia 80 jedności miar po- 
wierzchni, albo 30 kwadratów, z których ka- 
4dego bokiem jest jedność; fig. 106 przed-. 
stawia to najwidoczniej. 

W geometryi często iloczyn dwóch linij 
biorą za prostokąt z tychże linij; to wyraże- 


http://rcin.org.pl 


111 


nie używa się nawet w arytmetyce dla ozna- 

czenia iloczynu z dwóch liczb nierównych; - 
podobnie używa się wyrazu kwadrat, dla 
oznaczenia iloczynu z diczby przez nią samą. 

Kwadraty liczb 1, 2, 3i t. d. są 1, 4,9 

it.d. I tak (fig. 107) widzimy że kwadrat 

z linii 2 razy większćj od danćj, jest Æ razy 

większy od kwadratu z linii danéj ; kwadrat: 
z linii 3 razy większćj, jest większy 9 razy 

WEB 


PODANIE V. 


Twierdzenie. 

Powierzchnia jakiegokolwiek równoległobo- 
ku jest równa iloczynowi z jego Leży: 
przez wysokość. 

Gdyż równoległobok ABCD (fig. 101) jest 
równoważny z prostokątem ABEF, mającym 
tęż samą podstawę AB i wysokość BE (pod. 1 
wn.); ponieważ zaš powierzchnia prostokąta 
jest równa AB X BE (pod. 4) zatóm i po- 
wierzchnia równoległoboku z nim równowa- 
żnego, jest równa AB X BE. 
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Wniosek, Równoległoboki mające równe 
podstawy mają się do siebie w stosunku 
swoich wysokości, a mające równe wysoko- 
ści mają się jak podstawy; gdyż jeżeli mamy 
trzy jakiekolwiek wielkości A, B i C, zawsze 
będzie A X C:B X C =A :B. 


PODANIE VI 
Twierdzenie. 


- Powierzchnia trójkąta jest równa iloczy- 
nowi z jego podstawy przez pół wysokości. 

Gdyż trójkąt ABC (fig. 108) jest półową 
równoległoboku ABCE, mającego z nim. 
wspólną podstawę BC i wysokość AD (pod. 
2); że zaś powierzchnia równoległoboku 
=BC X AD (pod. 5), przeto powierzchnia 
trójkąta = IBC XAD, albo BCX 3AD. 

Wniosek. Dwa trójkąty, mające równe 
wysokości, są do siebie w stosunku swoich 
podstaw, a trójkąty mające równe podstawy, 
mają się do siebie jak wysokości. 
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PODANIE VIL 
Twierdzenie. 


Powierzchnia trapeza ABCD (fig. 109) jest 
równa jego wysokości EF, pomnożonćj przez 
połowę summy boków równoległych AB i CD. 

Przez środek J boku CB, poprowadźmy 
linię KL równoległą do boku przeciwległe- 
go AD, i przedłużmy DC do spotkania się 
z KL. 

Trójkąty JBL i JCK njà bok JB = JC 
z wykróślenia, kąt LJB = CJK , i kąt JBL 
=JCK, bo linie CK i BL są równoległe 
(pod. 28 ks. I); więc te trójkąty są sobie ró- 
wne (pod. 7 ks. I) i tém samém trapez ABCD 
jest równoważny z równoległobokiem ADKL, 
a tóm samem jego powierzchnia = EF X AL. 

Lecz mamy AL=DK, a dla równości 
trójkątów JBL i KCJ, bok BL==CK, więc 
AB+-0D = AL++DK=2AL; i tak AL jest 
półową summy podstaw AB i CD; więc na- 
koniec powierzchnia trapeza ABCD jest ró- 
wna wysokości EF, pomnożonćj przez pó 


10 


e 
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łowę snmmy podstaw AB i CD, co da się 


AB+-0D 
tak wyrazić ABCD — EF pod PARE 


: Uwaga. Przez punkt J, który jest środ- 
kiem boku QB, poprowadziwszy linię JH ró- 
wnoległą do podstawy AB, punkt H będzie 
środkiem boku AD; gdyż tzworokąty AHJL 
i DHJK, mając boki przeciwne równole- 
głe, są równoległobokami; a zatóm mamy 
HA—=JL i DHA =JK©, że zaś JL==JK prze- 
to AH = DH. ' 

Łatwo dostrzedz że linia HJz=AL= 
AB-- CD 


, a zatém powierzchnię trapeza mo- 


żna wyrazić przez EF X HJ, to jest: powierz- 
chnia trapeża także jest równa iloczynowi 
z wysokosci przez linię łączącą srodki dwóch 
boków WE 


PODANIE VHI. 
T wierdzerie. 


Podzieliwszy linię AC (fg. 110) na dwie 
części AB i BC, kwadrat z całćj linii AC 
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będzie mieścił w sobie: kwadrat z części AB, 
kwadrat z drugićj częsci BC i dwa prosto- 
kąty z części jednćj przez drugą; to jest: 
AC?, albo l 

(AB+BC)*== AB? + BC2-+ 2.ABXBC. 

| Wystawmy kwadrat ACDE, odetnijmy 
AF = AB, poprowadźmy FG równoległą do 
AG, i BH równoległą do AE. 

Kwadrat ACDE podzielił się na 4 części; 
pierwsza z nich ABJF jest kwadratem z linii 
AB, gdyż wzięto AF =AB; część druga 
JGDH jest kwadratem z linii BC, gdyż ma- 
my AC==AE i AB=AF, a tém samém i 
różnica AČ —AB jest równa różnicy AE 
— AF, czyli BC =EF; lecz dla równoległo- 
ści, JG==BC i DG=EF—BC, przeto czwo- 
rokąt JGDH jest kwadratem z linii BC. Od- 
jawszy te dwie ezęści od całego kwadratu, 
pozostaną dwa prostokąty BCGJ i EEJH, 
z których każdy ma za miarę ABXBC; przeto 
kwadrat z linii AC i t. d. 

Uwaga. To podanie jest to samo, co twier- 
dzenie dowiedzione w algebrze, o składzie ~ 
kwadratu z dwumianu, to jest: 


(a+b)? == a?--b?--.2ab. 
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PODANIE IX. 
Twierdzenie. 


Jeżeli linia AC (fig. 11 1) jest różnicą dwóch 
linij AB i BC, kwadrat wystawiony na nićj - 
będzie równy: kwadratowi z AB, więcćj kwa- 
dratem z BC, mnićj dwa razy wzięty prostokąt 

"wystawiony na liniach AB i BC; to jest: AQ2, 
czyli (AB—BC)2= AB?+-BC2— 2.AB X BC. 

Wystawmy kwadrat ABJF, weźmy AE 

==AQ, poprowadźmy linię CG. równoległą 
do BJ i HK równoległą do AB i eintiid 
kwadrat EELK. 

Każdy z prostokątów CBJG i GLKD ma 
za miarę ABXBC; jeżeli je odejmiemy - od 
calćj Ggury ABJLKEA, która znaczy AB? 
--BC2, pozostanie kwadrat ACDE, to jest 
kwadrat z AG; przeto i t. d. Li 

Uwaga. To podanie sprowadza się do for- 
muły WAPÓWE: 


(a — b)? = a?+-b2 — 2,ab, 
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l 
PODANIE X. 


Twierdzenie. 


Prostokąt mający za podstawę summe a za 
wysokość różnicę dwóch linij, jest równy ró- 
źnicy kwadratów z tychże linij, t. j. (AB+- 
BC) X (AB — BC) = AB? — BC2, (fig.112.) 

Na liniach ABi AC wystawmy kwadraty 
ABJF i ACDE, przedłużmy AB tak, aby 
przedłużenie BK było równe BC, i wystaw- 
my prostokąt AKLE. 

Podstawa AK prostokąta AKLE jest ró- 
wna summie linij AB i BC, a jego wysokość 
AE jest różnicą tychże samych linij; przeto 
prostokąt AKLE —=(AB+-BC) X (AB—BQ), 
Lecz ten prostokąt składa się z dwóch części: 
ABHE i BHLK, część BHLK jest równa 
prostokątowi EDGE, gdyż BH—=DE i BK - 
=FEF; więc AKLE = ABHE+-EDGF. Że 
zaś te dwie części stanowią kwadrat ABJE 
zmniejszony czworokątem DHJG, który jest 
kwadratem z linii BC; - przeto nakoniec 


(AB+-BC) X (AB — BO) =AB2 — BC? 
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Uwaga. To twierdzenie jest wysłowieniem 
wzoru algebraicznego : 


(a-+b)(a — b) = a? — b?, 


PODANIE XL 
Twierdzenie. ` 


W trójkącie prostokątnym kwadrat z prze- 
ciwprostokątnej jest równy summie kwadratów, 
wystawionych na ramionach kąta prostego. 

Niech będzie (fig. 113) ABC trójkąt pro= 
stokątny przy A, wystawiwszy na każdym 
boku jego kwadrat, z wierzchołka kąta pro- 
stego. spuśćmy prostopadłą AD na przeciw- 
prostokątną, i przedłużmy ją do przecięcia 
się z FG w punkcie E, następnie mapro 
my przekątne AF i CH. 

Kąt ABF składa się z kąta ABC i Pr pro- ” 
stego CBF , kąt CBH składa się z tegoż sa- 
mego kąta ABC i z kąta prostego ABH; 
przeto kąt ABF = HB0. Lecz nadto AB = 
- BH, jako boki jednego kwadratu, i BF=BG 
dla tćj samćj przyczyny; zatém trójkąty ABF i 
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HBC, mając po kącie równym, utworzonym 
przez boki odpowiednio równe, są sobie 
równe. 


Trójkąt ABF jest półową prostokąta DEFB, 
mającego z nim wspólną podstawę BF ije- 
dnakową wysokość BD (pod. 2). Podobnież 
trójkąt HBC jest półową kwadratu ABHL; 
gdyż, ponieważ kąty BAC r BAL są proste, 
linie AGi AL stanowią jedną linię prostą, 
równoległą do HB; zatóćm trójkąt HBC, ma- 
jac wspólną podstawe BH i wysokość AB 
z kwadratem ABHL, jest jego półową. 


Już dowiedziono , że trójkąt ABF jest ró- 
wny trójkątowi HBC; a zatém prostokąt 
BDEF, dwa razy większy od trójkąta ABF, 
jest równoważny z kwadratem ABHL , dwa 
razy większym od trójkąta HBC. Podobnie 
można dowieść, że prostokąt CDEG jest ró- 
wnoważny z kwadratem ACJK. Lecz dwa 
prostokąty BDEF i CDEG stanowią kwadrat 
BCGF; przeto kwadrat BCGF, wystawiony - 
na przeciwprostokątnćj, jest równy summie 
kwadratów ABAL i ACJK , wystawionych na 


http://rcin.org.pl 


120 > 
ramionach kąta prostego, czyli BCZAB2 

+ AC2, RECE 

Wniosek 1. Więc kwadrat z któregokol- 
wiek ramienia kąta prostego jest równy kwa- 
dratowi z przeciwprostokątnćj, zmniejszone- 
mu kwadratem z drugiego ramienia kąta 
prostego; t. j. AB? = BC? — AC2. 

- If. Niech będzie kwadrat ABCD (fig, 122), 
i AC jego przekątna; ponieważ trójkąt ABG 
jest prostokątny i równoramienny, przeto 
AC2—=AB?2+BC2=2.AB2, t. j. kwadrat 
z przekątnćj kwadratu, jest dwa razy większy 
od tego kwadratu. 

Tẹ własność kwadratu damy poznać wi- 
docznićj, poprowadziwszy przez punkta A i 
C linie równoległe do BD ı przez penkta B 
i D linie równoległe do AC; takim sposobem 
utworzy się nowy kwadrat EFGH, który 
będzie kwadratem z AC. Widzimy że kwá- 
drat EFGH zawiera w sobie ośm trójkątów 
równych ABE, a kwadrat ABCD mieści ich 
tylko cztćry; przeto kwadrat EFGH jest dwa 
razy większy od kwadratu ABCD. 
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Ponieważ AC2: AB2=2:1, przeto wy- 
ciągnąwszy pierwiastki kwadratowe z wyra- 
zów téj proporcyi, będzje AC :AB= V2: 1; 
a zatóm, przekątna kwadratu i bok jega są 
linie niewspółmierne. 

Obszernićj to rozwiniemy na innćm miejscu. 

HI. Dowiedziono wyżćj, że kwadrat ABHL 
jest równoważny z prostokątem BDEF; dla 
wspólnćj wysokości BF, kwadrat BCGF tak 
się ma do prostokąta BDEF, jak podstawa 
BC do podstawy BD; a zatćm 

BC?: AB? =BC:BD, 
więc, kwadrat z przeciwprostokatnéj tak się 
ma do kwadratu z ramienia kąta prostego, 
jak się ma przeciwprosiokątna do odcinka, 
przyległego temuż ramieniowi,  Odcinkiem 
nazywa się każda z dwóch części, na które 
przeciwprostokątna została podzielona przez 
prostopadłą, spuszczoną na nią z wierzchołka 
kąta prostego; i tak: BD jest odcinkiem 
przyległym ramieniowi AB, a DC jest od- 
ciukiem przyległym ramieniowi AC. Podo- 
bnie otrzymalibyśmy: 

BC?: AC?= BC: CD. ję 
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IV. Prostokąty BDEF i DCGE, mając 
wspólną wysokość DE, mają się do siebie 
jak podstawy BD i CD; ponieważ zaś te pro» 
stokąty są równoważne z kwadralami ABHL 
i LAGIK, więc będzie : 

AB?2: AC2— BD : DC. 
Przeto, kwadraty z ramion kąta prostego 
mają się do siebie, jak odcinki przeciwpro- 
stokątnój , przyległe tymże ramionom. 


PODANIE XI. 
Twierdzenie. 


W trójkącie ABC (fig. 114), z wierzchołka 
A spusciwszy prostopadłą AD na bok prze- 
ciwległy BC, kwadrat z boku AB, przeciw- 
ległego kqtowi ostremu G, jest równy sum- 
mie kwadratów z dwóch innych boków AC i 
BC mnićj dwa razy wziętym prostokątem z boku 
BC, na który spuszczono prostopadłą, przez ` 
‘diego odcinek DG, pr zyległy kątowi ostremu C; 
to jest będzie: 


AB2= AC24-BC2—2.BCX CD. 
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Tutaj być mogą dwa przypadki: 

1. Kiedy prostopadła pada wewnątrz trój- 
kąta ABC, wtedy BD=BC— CD, a zatém ` 
(pod. 9) BD? = BC? + CD? — 2.BCX CD, 
Dodając do każdćj z tych ilości AD? i uwa- 
żając że trójkąty prostokątne ABD i ACD da- 
ja: AD?+BD? = AB? i AD24-DC2=AC? 
będzie AB? =BC?+AC?— 2.BCX CD. 

2. Jeżeli prostopadła AD pada zewnątrz 
trójkąta ABC, będzie BD = CD— BC, i zatóm 
(pod. 9) BD? = CD? + BC2—2.CD X BC. 
Dodając do każdćj strony AD? i postępując 
jak wyżćj , otrzymamy: 

AB*—BC2+-4C?— 2.BCX CD. 


PODANIE XIII. 
/ Twierdzenie. 


W trójkącie rozwartokąlnym ABC (fi. 115) 
z wierzchołka A spuściwszy prostopadłą AD 
na bok przeciwległy CB, kwadrat z boku 
AB, przeciwległego kqlowi rozwartemu C, 
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jest równy summie kwadratów wystawionych 
na ramionach kąta rozwarlego C, więcej 
dwóma prosltokąlami z boku BC na który 
spuszcżono prostopadłą i odeinka CD, t. 3. 
będzie : 
AB? = AC24-BC?+-2. BCX CD. 

Prostopadła AD nie możę upaść wewnątrz 
trójkąta; gdyż jeżeliby ona przeszła np. przez 
punkt E, trójkąt ACE mialby jeden kąt pro- 
sty E i drugi rozwarty C, co być nie może 
(pod. 32, ks. I), a zatóm prostopadła pada ze- 
wnątrz i mamy BD==BC+-CD, zkąd wyni- 
ka (pod. 8) BD? =BC2+CD?+2.BCX CD. 
Dodając do każdćj strony AD? i uważając że 
w trójkącie ABD, BD? + AD2==AB?, a 
w trójkącie ACD, AD2+4-DC2 = AC?, otrzy- 
mamy: 

AB? =BC2+-AC?2+-2.BCX CD. 

Uwaga. Tylko w trójkącie prostokątnym 
summa kwadratów z dwóch jego boków jest 
równa kwadratowi z boku trzeciego; gdyż, je- 
żeli kąt pomiędzy dwóma bokami zawarty jest 
ostry, summa X wadratów wystawionych na 
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tychże bokach jest większa, jeżeli zaś kąt jest 
rozwarty, summa kwadratów z ramion jego 
jest mniejsza od kwadratu z boku trzeciego. 


PODANIE XIV. 
Twierdzenie. 


W jakimkolwiek trójkącie ABC (fig. 116), 
połączywszy wierzchołek jego ze środkiem 
` podstawy linią AE, będzie: 
AB24- AC2==2.AE2+-2.BE2. 
Spuśćmy prostopadłą AD na podstawę BC, 
trójkąt AEG (pod. 12) da: 
AC2=AE?+-EC? —2EC XED. 
Z trójkąta ABE (pod. 13) otrzymamy: 

AB2 =AE2+- EB*+- 2.EB XED. 
Dodawszy do siebie otrzymane wyrażenia, i 
pamiętając że EB = EC, będzie: 

AB24-AC2=92AE*+-2EB?. 
Wniosek. Zatóm, w każdym równoległo- 
boku summa kwadratów z boków jest równa 
summie kwadratów z przekątnych. 
11* 
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Ponieważ przekątne AG i BD (fig. 117) 
dzielą się wzajemnie na dwie części równe w 
„punkcie E (p. 31 k. H, więc trójkąt ABC daje: 

AB2-- BC2= 2AE2+-2BE2. ' 

Podobnież trójkąt ADC daje: 

AD24-DC2=2AE*+-2DE?, 

Dodając strony odpowiednie tych wyrażeń 

i pamiętając że BE = DE, będzie : 
AB24-BC2-AD2+-DC2 zE: 4. AE2+-4. DE2. 

Że 165 4,AE? jest kwadratem z 2.AE czy- 
li z AC, a 4.DE? jest kwadratem z 2.DE 
czyli z BD, przeto: 

AB2-BC2+AD2-HDG2==AC2+-BD3, 
t. j. summa kwadratów z boków równoległo- 
boku jest równa summie kwadratów z jego 
przekątnych. 

PODANIE XV. 
“Twierdzenie. l 

Linia DE (fig. 118), równoległa do. pod- 
stawy trójkąta ABC, dzieli jego boki AB i 
AC na częsci proporcyonalne, t. j. AD: DB 
= AE: EC, 
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Polączmy punkt B z E i D z C liniami pro- 
stemi BE i DC; dwa trójkąty BDE i DEC 
mają wspólną podstawę DE, ponieważ 'ża$ 
ich wierzchołki B i € leżą na linii równole- 
głój do podstawy, przeto mają wysokości - 
równe i są sobie równoważne (pod. 2 w. 2). 

Trójkąty ADE i BDE, mając wspólny 
wierzchołek E, a podstawy na jednćj. linii 
prostćj, mają wspólną wysokosć , a tém sa- 
móm mają się do siebie jak ich podstawy 
AD i DB (pod. 6), t. j. 

ADE : BDE = AD: DB. 

Trójkąty ADE i DEC, któryca wspólnym 
wierzchołkiem jest D, a podstawy leżą na 
jednój linii prostćj, mają jednakową wyso- 
kość, i tém samém są do siebie w stosunku 
swoich podstaw AE i EG, to jest: 

ADE: DEC = AE :EC. 

Że zaś trójkąt BDE==DEC, więc te 
dwie proporcye, dla wspólnego stosunku 
ADE :DEC, dają, 

AD:DB=AE:EC. 

Wniosek I. Z tćj proporcyi wypada 

AD+-DB :DB = AE+-EC:EQ, 
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czyli AB:DB= AC: EC, i także AB: AD 
=AC:AE. 

Il. Linie równoległe (fig. 119) AC, EF, 
GH, BD i t.d., przecinająć dwie jakiekolwiek 
inie AB i GD, podzielą je na części pro- 
porcyonalne., i będzie AE: CF = EG:FiH 
== GB: HD. 7 

Gdyż niech będzie O punktem przecięcia 
się linij AB i CD; w trójkącie OEF, linia 
AC jest równoległa do podstawy EF, a tém 
samém OE: AE = OF :CF , albo OE: OF 
—AE:CF. W trójkącie OGH podobnież 
OE:EG=OF:FH czyli OE:OF=EG: 
FH, a zatóćm, dla stosunku wspólnego OE: 
OF, te dwie propo:cye dają AE: CF—=EG: 
"FH. Takim samym sposobem można okazać 
że EG :FH = GB: HD, i tak dalćj; o zatćm 
linie AB i CD są podzielone przez linie ró- 
wnoległe AC, EF, GH, i t. d. na części pro» 
porcyonalne, 


PODANIE XIY. 
Twierdzenie. 


Odwrotnie, jeżeli boki AB i AC (fig. 120) 
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trójkąta ABC przez linię DE są podzielone 
na części preporcyonalne, tak że mamy AD; 
DB—=AE:EC, mówię że linia DE jest ró- 
wnoległa do podstawy CB. 


Jeżeli bowiem linia DE nie jest równole- 
gła do BC, przypuśćmy że jest taką linia 
DO; wówczas podług twierdzenia poprzedza- 
jącego ; będzie AD : DB = AQ: OC. Że zaś 
podług założenia mamy AD: BD = AE: EC, 
a zatóm byłaby proporcya AO: OC==AE:E(» 
która nie może miéć miejsea, gdyż poprze- 
dnik pierwszy AO jest mniejszy od drugiego 
poprzednika AE, a następnik pierwszy OC 
jest większy od następnika drugiego EG; 
zatóm linia równoległa do BC, przez punkt 
D poprowadzona, nie może się różnić od 
DE, i tém samém DE jest równoległa do BG. 

Uwaga. Takiż sam wniosek uczynilibyśmy 
mając proporcyę AB: ADz=AC:AE, gdyż 
ta proporcya dałaby AB — AD: AD= AC 
—AE:AE, czyli BD : AD = CE: AE. 
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PODANIE XVII. 
Twierdzenie. 


Linia AD. (fg. 121), dzieląca kąt BAC 
trójkąta na dwie częsci równe dzieli bok jemu 
przeciwległy BC na dwa odcinki BD i DC, 
proporcyonalne bokom AB i AC przyległym 
tymże odcinkom, i będzie BD : DC=AB:AC. 

Przez punkt © poprowadźmy linig CE rá- 
wnoległą do AD i przedłażmy ją do spotka- 
nia się z przedłużeniem boku BA. 

W trójkącie BCE jest linia AD równole- 
gła do podstawy CE, przeto (pod. 15): 
BD : DC = AB: AE. 
Lecz trójkąt ACE jest równoramienny; gdyż 
dla równoległości linij AD i CE, kąt ACE = 
DAC i kąt AEC—=BAD (pod. 23, ks. I), 
że zaś z założenia kąt DAC==BAD, więc 
kąt ACE =AEC i tém samém AE==AG 
(pod. 13, ks. 1); a zatóm, podstawiwszy w po- 
przedzającćj proporcyt AC na miejsce AE, 
otrzymamy, 
BD: DC=AB:AC. 
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PODANIE XVII. 
Twierdzenie. 


Dwa trójkąty równokątne mają boki od- 
` powiednie proporcyonalne i są sobie podobne. 
Niech będą dwa trójkąty ABC i CDE (fig. 
123). mające kąty odpowiednie równe, a 
mianowicie: kąt BAC—=CDE, ABC = DCE, 
i ACB =BEC, powiadam że boki odpowie- 
dnie, t. j. boki leżące naprzeciw kątów ró- 
wnych, będą proporcyonalne, i będzie BC:CE 
—=AB:DC=AC:DE. 

Ustawmy dwa trójkąty tak, aby one, mając 
wspólny jeden wierzchołek, miały boki od- 
powiednie skierowane w jedne strony, i prze- 
dłażmy boki AB i ED do spotkania się z so- 
bą w punkcie F. 

Ponieważ BCE jest linią prostą, a kąt 
BCA =CED, przeto (pod. 24, ks. I) linia AC 
jest równoległa do EF; dla podobnćj przy- 
czyny linia DC jest równoległa do BF, przeto 
czworokąt ACDF jest równoległobokiem. 

Ponieważ w trójkącie BFE linia AC jest 
równoległa do podstawy FE, przeto mamy 
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BC: CE=BA :AF (pod. 15). Podstawiwszy 
CD zamiast jemu równego AF, będzie, 
BC: CE = BA : CD. * 

- W tymże trójkącie BFE, uważając BF za 
podstawę , linia CD jest równoległa do pod- 
stawy i mamy proporcyę BC : CE = FD: DE. 
Fodstawiwszy AC w miejsce FD , będzie, 

BC: QR=GAC;DE. RNA 

Nakoniec z tych dwóch proporcyj, mają- 

cych stosunek wspólny BG: CE, wypada: 
AC :DE =BA : CD. 

A zatém, trójkąty ABC i CDE mające ką- 
tyrówne, mają boki odpowiednie propor- 
cyonalne; że zaś, podług opisu 2, dwa wie- 
lokąty, mające kąty odpowiednie równe i 
boki odpowiednie proporcycnalne, są sobie 
podobne , przeto trójkąty BAC i CDE są so- 
bie podobne. 

Wniosek. Dla podobieństwa trójkątów do- 
syć jest, aby miały po dwa kąty odpowiednie 
równe; gdyż w takim razie i trzeci kąt je- 
dnego będzie równy trzeciemu kątowi dru- 
giego trójkąta (pod. 32, wn. 2, ks. I), i dwa 
trójkąty będą równokątne, a tém samém so- 
bie podobne. 
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Uwaga. W trójkątach podobnych boki od- 
powiednie leżą naprzeciw kątów równych, i 
tak jeżeli kąt ACB jest równy DEC, bok AB 
jest odpowiedni bokowi DC; podobnież boki 
AC i DE, jako leżące naprzeciw kątów ABG 
i DCE równych , są sobie odpowiednie.. Roz- 
poznawszy boki odpowiednie, można z nich 
ułożyć proporcyę, 


AB : CD = AG: DE = BC: CE, 


PODANIE. XIX. 
Twierdzenie, 


„Dwa trójkąty, mające boki odpowiednie 
proporcyonalne, są równokąlne i tém samém 
pudobne sobie. 

* Przypaśćmy że jest (fig. 124) BC: EF = 
AB:DE—=AC:DF, powiadam że trójkąty _ 
ABC i DEF będą mialy kąty równe, a mia- 
nowicie kąt A= D, B =E, CF. 

Przy punkcie E nakróślmy kąt FEG =B, 

i przy punkcie G kąt EFG—=C, kąt trzeci - 

G będzie równy kątowi A, i dwa trójkąty. 
12 
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ABC i EFG będą równokątne, a zatóm, po- 
dług twierdzenia poprzedzającego, będzie 
BC:EF-=AB:EG; że zaś podług założe- 
nia mamy BC:EF=AB:DE, przeto EG 
=DE. Podług tegoż samego twierdzenia 
będzie, BC:EF==ACGC:FG, że zaś podlug 
założenia BC: EF "AC: DF, przeto FG= 
DF; więc dwa trójkąty EGF i DEF, mając 
bok DE—=EG, DF—=FG i box EF wspól- 
ny, są sobie równe (podanie 11, księga I) Że 
zaś podług wykreślenia trójkąt EGF jćst ró- 
wnokątny z trójkątem ABC, przeto dwa trój- 
kąty DEF i ABC są równokątne i podobne 
sobie. 

Uwaga I. Ostatnie dwa twierdzenia dają 
poznać, że w trójkątach równość kątów spro- 
wadza proporcyalność boków, i odwrotnie; 
tak że dość jest jednego z tych warunków, 
aby być pewnym że trójkąty są sobie podo- 
bne. Lecz nie tak jest z wielokątami e wię- 
kszćj liczbie boków; gdyż w czworokącie, nie 
zmieniając jego kątów, można zmienić sto- 
sunek pomiędzy bokami, a zalém równość 
kątów nie pociąga za sobą proporcyonalności 
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boków, i proporcyonalność boków nie spro- 
wadza równosci kątów. Widzimy np. (fig. 
125) że w czworokącie ABCD poprowa- 
dziwszy linię EF równoległą do BC, otrzy- 
mamy czworokąt AEFD , którego kąty są 
równe kątom danego czworokąta, lecz stosu- 
nek pemiędzy bokami jest inny; podobnież, 
nie zmieniając boków AB, BC, CDiAD, 
można punkt B przybliżyć albo oddalić od 
D, co znowu wpłynie na zmianę kątów. 

M. Dwa ostatnie podania, które właści- 
wie stanowią jedno , łącznie z twierdzeniem 
o kwadracie z przeciwprostokątaćj są najwa- 
żniejsze w geometryi i najobfitsze w zastoso- 
wania: one same wystarczają do rozwiązania 
niemal wszystkich zagadnień; wszystkie al- 
bowiem wielokąty można podzielić na trój- 
kąty, a każdy trójkąt na dwa trójkąty prosto- 
kątne, A zatóm ogólne własności trójkątów 
mieszczą w sobie własności wszystkich wie- 
lokątów. 
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PODANIE XX. 
Twierdzenie. 


Dwa trójkąty, mające po kącie równym, 
uiworzonym przez beki odpowiednio propor- 
cyonalne, są sobie podobne. 

Niech będzie kąt A =D , i AB:DE= 
AC: DF (fig. 126). mówię że trójkąt ABG 
jest podobny trójkątowi DEF. 

Weźmy AG=DE, i poprowadźmy linię 
GH, równoległą do BC; kąt AGH będzie 
równy ABC (nod. 23, ks. I), i trójkąt AGH 
będzie równokątny a tém samém, podobny 
trójkątowi ABC, więc będzie AB:AG= 
AC:AH; ze zaś podług przypuszczenia AB: 
DE =AC:;DF, a podług wykrćślenia AG = 
DE, przeto AH=DF. Dwa trójkąty AGH 
i DEF , mają więc po kącie równym, utwo- 
rzonym przez boki odpowiednio równe, a 
zatóm są sobie „równe; ponieważ zaś trójkąt 
AGH jest podobny trójkątowi ABC, przeto i 
„jemu równy trójkąt DEF jest także podobny 
trójkątowi ABC. 
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PODANIE XXI. 


4 


Twierdzenie, 


Dwa trójkąty są sobie podobne, kiedy bo- 
ki jednego sa równoległe, albo prostopadłe 
do boków drugiego trójkąta. 

Gdyż, 1% jeżeli bok AB (fig. 127) jest 
równoległy do DE, a bok BG do EF, będzie 
kąt ABC =DEF (pod. 27, ks. I); jeżeli nad- 
to bok AC jest równoległy do DF, kąt ACB 
będzie równy DFE i BAC równy EDF; prze- 
to dwa trójkąty ABC i DEF, będąc z sobą 
_ równokątne, są sobie podobne. 

2° Niech będzie bok DE (fig. 128) pro- 
stopadły do AB, bok DF prostopadły do AC; 
w czworokącie AJDH dwa kąty Ji H są pro- 
ste, że zaś summa wszystkich kątów jego jest 
równa cztórem kątom prostym (pod. 33, k. I), 
przeto dwa pozostałe JAH i JDH czynią: 
summę równą dwóm kątom prostym. Lecz 
dwa kąty EDF i JDH także składają dwa 
kąty proste; przeto kąt EDF jest równy JAH, 


albo kątowi BAC. Jeżeli trzeci bok EF jest 
12* 
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prostopadły do BC, podobnie dowiedziemy 
że kąt DFE=C, i DEF =B; przeto dwa 
trójkąty, mające boki wzajemnie prostopadłe, 
są równokątne, a tém samém podobne sobie. 
Uwaga. “W przypadku równoległości bo- 
"ków trójkątów, boki równoległe są sobie 
odpowiednie , w przypadku zaś ich prostopa- 
dłości, boki- prostopadłe są odpowiednie, 
I tak w drugim przypadku bokami odpowie- 
dnićmi są: DE i AB, DF i AC, EF i BC. 
Kiedy boki dwóch trójkątów są do siebie 
wzajemnie prostopadłe, mogłoby się zdarzyć, 
że położenie względne dwóch trójkątów by- 
łoby różne-od tego, jakie przypuściliśmy 
na fig. 128; lecz zawsze możnaby dowieść 
równości kątów odpowiednich, albo za pomo- 
cą czworokątów takich jak AJDH, w którym 
dwa kąty są proste, albo téż porównywając 
dwa trójkąty, któreby razem z kątami wierz- 
chołkarni stykającemi się, miały po kącie 
próstym; z resztą zawsze można przypuścić, 
że wewnątrz trójkąta ABG wystawiono trój- 
kąt DFF, którego boki są równoległe bokom 
trójkąta porównywanego z ABC, i natenczas 
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dowodzenie zostanie sprowadzone do tego, 
jakie podano na fig, 128. 


PODANIE XXII. 
Twierdzenie. 


Linie AF, AG, i t. d. (fig. 129) jakkolwiek 
poprowadzone przez wierzchołek trójkąta, 
dzielą jego podstawę BC i linię do nićj równo- 
legla DE na części proporcyonalne, tak że 
będzie: DJ : BF == JK :FG==KL:GH i t. d. 

Ponieważ linia DJ jest równoległa do BF, 
przeto trójkąty ADJ i ABF są równokątne i 
tém samém mamy proporcyę DJ:BF==AJ 
:AF; podobnie, ponieważ linia JX jest ró- 
wnoległa do FG, przeto AJ: AF JK :FG; 
dla stosunku AJ: AF wspólnego, będzie DJ: 
BF —=JK:FG. Podobnie znajdziemy JK: 
FG—=KL: GH i t, d.; przeto linia DE jest 
podzielona w punktach J, K, L na części pro- 
porcyonalne częściom podstawy BC, podzie- 
„Jonćj w punktach F, G, H. 

Wniosek, Jeżeli więc linia BC jest po~- 
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dzielona w punktach F, G i H na części ró- 
wne, linia do nićj równoległa DE będzie 
także podzielona w punktach J, K i L na 
części równe sobie. 


PODANIE XXII. 
Twierdzenie. 


W trójkącie prostokątnym,  spuściwszy 
z wierzchołka kąta prostego A (fig. 130) 
prostopadłą na przeciwprostokąlną: 

1-e dwa trójkąly cząstkowe ABD i ADC 
będą podobne sobie i całemu trójkątowi ; 

2-e każdy z boków AB i AC będzie średnio 
geometrycznie proporcyonalny między : prze- 
ciwprosiokątną BC i odcinkiem jemu przyle- 
głym BD, albo DC: 

3-e prostopadła AD będzie średnie geome- 
trycznie: proporcyonalna między dwóma od- 
cinkami BD i DC przeciwprostokąlnćj. 

Gdyż 1-ód trójkąty BAD i BAC mają kąt 
B wspólny, nadto kąt prosty BDA jest równy 
kątowi prostemu BAC, a zatém trzeci kąt 
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BAD jednego jest równy trzeciemu kątowi C 
drugiego trójkąta; więc te trójkąty są równo- 
kątne i podobne sobie. Podobnie można do- 
wieść, że trójkąt DAC jest podobny trójkąto- 
wi BAC; więc wszystkie trzy trójkąty są 
sobie podobne, 

2-e Dwa trójkąty BAD i BAC, będąc so- 
bie podobne, mają boki odpowiednie pro- 
porcyonalne. Bok BD trójkąta mniejszego 
jest odpowiedni bokowi BA większego trój- 
kąta, bo leżą naprzeciw kątów równych BAD 
i BGA; przeciwprostokątna BA mniejszego, 
jest odpowiednia przeciwprostokątnćj BC 
większego trójkąta; przeto można ułożyć 
proporcyę BD:BA —BA:BC. Podobnie 
otrzymalibyśmy DG:AC==AC:BC; przeto 
2-e każdy z boków AB i AC jest średnio 
geometrycznie proporcyonalny między prze- 
ciwprostokąteą i odcinkiem jemu przyległym. 

3-e Nakoniec dwa trójkąty podobne ABD 
i ADC dają proporcyę BD : AD =AD:DC; 
więc, 3-e prostopadła AD jest średnio geo- 
metrycznie proporcyonalna między odciukami 
BD i DC przeciwprostokątućj. 
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Uwaga. Z proporcyj BD:AB—=AB:BC 
mamy AB2==BD X BC; z proporcyi DC: AC 
—=AC:BC mamy ACZ=DCXBC, więc 
dodawszy do siebie te dwa wypadki, bę- 
dzie AB? + AC2=BD X BC+ DC X BC; 
druga strona tćj równości jest to samo co 
(BD+DC) XBC, czyli BCXBC, albo BC? 
'a zatóm AB2--AC2==BQ2; przeto kwadrat 
z przeciwprostokątnćj BC jest równy summie 
kwadratów z samion AB i AC kąta prostego. 
Dochodzimy więc znowu do twierdzenia o 
kwadracie z przeciwprostokątnćj drogą różną 
od tćj, jaką postępowalismy poprzednio; ztąd 
widzimy że twierdzenie o kwadracie z prze- 
ciwprostokątnćj wypada z proporcyonalności 
boków w trójkątach równokątnych. A zatóm 
główne twierdzenia geometryi sprowadzają 
się, że tak powiem, do tego jednego, że 
trójkąty równokątne mają boki odpowiednie 
preporcyonalne, 

Często się zdarza, jak tego dozńóić napo- 
tkaliśmy przykład, że wyprowadzając wnioski 
z jednego lub kilku twierdzeń, natrafiamy na 
_ podania już dowiedzione poprzednio. W ogól- 
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ności łącząc z sobą jakimkolwiek sposobem 
twierdzenia geometryczne, byleby rczumowa- 
nie nie było fałszywe, dojdziemy zawsze do , 
wypadków prawdziwych; to jest. cechą od- 
znaczającą twierdzenia geometryi i służy za 
niezbity dowód ich prawdziwości. Nie tak 
by się rzecz miała, jeżeliby niektóre twier- 
dzenia były zupełnie fałszywe, lub też pra- 
wdziwe na szczególne, przypadki; w takim 
razie łączenie twierdzeń pomiędzy sobą po- 
większałoby błędy i czyniłoby je widocznómi. 
Widzieliśmy tego przykłady we wszystkich 
dowodzeniach. w których używaliśmy fałszy= 
wego założenia. Jeżeli w podobnych dowo- 
dzeniach mamy na celu okazać, że dwie ilo- 
ści są sobie równe : staramy się dać poznać 
że jeżeliby te ilosci nie były równe, naten- 
czas doszlibysmy przez szereg rozumowań do 
wypadku widocznie fałszywego; a ztąd wnie- 
ślibyśmy że te dwie ilości muszą być sobie 
równe, 

Wniosek. Jeżeli przez punkt A (fig. 131) 
obrany na okręgu koła poprowadzimy dwie 
cięciwy AB i AC do końców średnicy BC, 
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trójkąt BAC będzie prostokątny przy A (pod. 
18, ks. II); i tém samém: 1-e prostopadła AD 
będzie srednio geomelrycznie proporcyonalna 
więdzy dwóma odcinkami BD i DC srednicy, 
albo co jest to samo AD2— BDXDO 

2) Cięciwa AB jest srednio geometrycznie 
proporcyonalna między średnicą BCG i odcin- 
kiem BD przyległym tejże cięciwie, czyli. co. 
jest to samo AB2=BD X BC. Podobnie ma- 
my AC?== GD XBC; a zatćm AB?: ACZ = 
BD : DC: a porównawszy AB? z BC2, wypada 
AB?:BC2==BD:BC, podobnież AC2: BC2 
=DC:BC. Te stosunki pomiędzy kwadra- 
tami z ramion kąta prostego porównywanómi 
bądź to pomiędzy sobą, bądź z kwadratem 
z przeciwprostokątnćj, już by ły podane we 
wn. 3 i 4 pod. II. 


PODANIE XXIV. 
Twierdzenie. 
Dwa trójkąty mające po kącie równym 


mają się do siebie, jak prostokąty z boków 
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obejmujących te kąty; t. j. (fig. 132) trójkąt 
ABC ma się do trójkąta ADE, jak prostokąt 
'ABXAC do prostokąta AD XAE. ; 

Poprowadźmy BE; dwa trójkąty ABE i 
ADE, mające wspólny wierzcholek E i pod- 
stawy na jednćj linii prostćj, mają wspólną 
wysokość., a tém samém mają się do siebie 
w stosunku swoich podstaw AB i AD (pod. 
6), więc ABE: ADE = AB; AD. 

Dla tćjże przyczyny mamy: 

ABC: ABE AC: AE. 

Pomnożywszy wyrazy odpowiednie tych 
'proporcyj przez siebie i opuściwszy czynnik 
ABE, wspólny dla wyrazów pićrwszego sto- 
sunku , będzie: 

ABC:ADE =ABXAC: ADXAFE. 

Wniosek, Dwa trójkąty ABC i ADE (fig. 
133) byłyby sobie równoważne, gdyby pro- 
stokąt ABX AC był równy-prostokątówi AD 
XAE, albo jeżeliby było AB: AD =AE: 
AC, co wtenczas mogłoby nastąpić, kiedy- 
by linia DG była równoległa do BE. 

13 ` 
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P ODDANIE AAV: 
Twierdzenie. 


Dwa trójkąty podobne mają się do siebie 
jak kwadraty z boków odpowiednich. 

Niech będzie (fig. 126) kąt A=D i kąt 
B =E; dla równości kątów Ai D, podług 
podania poprzedzającego, będzie , 

ABC : DEF==ABXAC:DEX DF. 
Z podobieństwa trójkątów wypada, 

AB: DE = AC: DF; 
pomnożywszy wyrazy téj proporcyi przez wy- 
razy odpowiednie proporcyi 

AC: DF=AC:DF, 
będzie, 

AB XAC: DEX DF = AC: DF; 
a zatćm, 
ABC : DEF = AC? : DF?. 

* Przeto dwa trójkąty ABC i DEE mają się 
do siebie, jak kwadraty z boków odpowie- 
dnich AG i DF, albo tóż jak kwadraty z któ- 
rychkolwiek boków odpowiednich. 
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"PODANIE XXVI. 
Twierdzenie, 


Dwa wielokąty podobne składają się z je- 
dnakowej liczby trójkątów MAU GWI po- 
dobnych i podobnie ułożonych. 

W wielokącie ABCDE (fig. 134) popro- 
wadźmy przekątne AC i AD, od wierzchołka 
kąta A do wierzchołków innych kątów. 
W drugim wielokącie FGHJK poprowadźmy 
przekątne FH i FJ, od wierzchołka kąta F, 
odpowiedniego kątowi A, do wierzchołków 
innych kątów. 

Dla podobieństwa E kąt ABC 
jest równy kątowi FGH (op. 2), i boki AB 
i BC są proporcyonalne bokom FG i GH, to 
jest: AB: FG =BC: GH; ztąd wypada, że 
trójkąty ABC i FGH, mając po kącie ró- 
wnym, utworzonym przez boki proporcyo- 
nalne, są sobie podobne (pod. 20); a zatém 
kąt BCA jest równy kątowi GHF. Od kątów 
równych BCD i GHJ odjąwszy kąty równe 
BCA i GHF, pozostaną reszty ACD i FHJ 
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równe sobie; za zaś dla podobieństwa trójką- 
tów ABC i FGH, jest AC: FH -= BC: GH, a 
dla podobieństwa wielokątów BC:GH = 
CD:HJ, zatóm AC:FE—CD:HJ; więc 
dwa trójkąty AGD i FHJ, mając po kącie 
równym utworzonym przez boki proporcyo- 
nalne, są sobie podobne, Podobnież dowie- 
dlibyśmy podobieństwa innych trójkątów, ja- 
kokolwiekby była liczba boków wielokątów 
danych; więc dwa wielokąty podobne skła- 
dają się z jednakowej liczby trójkątów odpo- 
wiednio podobnych i podobnie ułożonych.. 
Uwaga. Równie jest sprawiedliwe twier- 
dzenie odwrotne: Jeżeli każdy z dwóch wie- 
lokątów , składa się z jednakowej liczby trój- 
kątów odpowiednio podobnych i podobnie 
ułożonych, dwa wielokąty są sobie podobne. 
Gdyż dla podobieństwa trójkątów mamy: kąt 
ABG=FGH, BCA =GHF, ACD =FHJ 
it.d.; więc BCD = GHT, CDE—HJK it. 
d. Nadto będzie AB : FG = BC : GH = AC: 
FH=CD:HJ it. d., więc dwa wielokąty, 
mają katy równe i boki odpowiednie propor- 
cyonalne, a tém samém są sobie podobne. 
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PODANIE XXVII. 
Twierdzenie. 


, Obwody dwóch wielokątów podobnych ma- 
ja się do siebie, jak boki odpowiednie a ich 
powierzchnie, jak kwadraty z tychże boków. 

Gdyż, l-e z podobieństwa wielokątów ma- 
my (fig. 134): AB:FG=BC: GH = CD: HJ, 
it. d. a ztego szeregu stosunków równych 
można wyprowadzić: jak się ma summa pô- 
przedników AB--BC--CD-i t. d., czyli ob- 
wód pierwszego wielokąta, do summy na- 
stępników FG--GH+HJ i t. d., czyli da 
obwodu drugiego wielokąta , tak się ma któ- 
rykolwiek poprzednik do swego następnika, - 
czyli np. bok AB jednego wielokąta, do boku 
jemu odpowiedniego FG w drugim wielokącie. 

2-e Ponieważ trójkąty ABC i FGH są so- 
bie podobne, więc ABC: FGH —BC2: GH? 
podobnie dwa trójkąty podobne ACD i FHJ 
dają: ACD: FHJ = CD2:HJ?; trójkąty podo- 
bne ADE i FKJ dają: ADE : FKJ=DE2:JK*; 
że zaś dla podobieństwa wielokątów mamy: 

13% 
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BC: GH= CD: HJ =DE : JK, i tém samém 
BC?: GH? — ĆD?: HJ? = DE?:JK2, przeto 
dla równości stosunków drugich w przyto- 
czonych proporcyach, otrzymamy: ABC : FGH 
= ACD : FHJ = ADE : FJK. À 

W szeregu stosunków równych mamy: 
tak się ma summa poprzedników ABG + 
ACD --ADE, czyli wielokąt -ABCDE, do 
summy następników FGH--FHJ--FJK, czy- 
li do wielokąta FGHJK, jak się ma poprze- 
dnik ABC do swego następnika FGH, czyli 
jak się ma AB? do FG2; więc powierzchnie 
dwóch wielokątów podobnych mają się do 
siebie, jak kwadraty z boków odpowiednich. 

Wniosek. Nakróśliwszy trzy wielokąty po- 
dobne, którychby boki odpowiednie były ró- 
wne bokom trójkąta prostokątnego, wielokąt 
nakreślony na boku największym będzie równy 
summie dwóch innych; gdyż te trzy wielo- 
kąty mają się do siebie jak kwadraty z boków 
odpowiednich, że zaś kwadrat z przeciwpro- 
stokąlnćj jest równy summie kwadratów 
z dwóch innych boków trójkąta prostoką= 
tnego, więc i t. d. 


http://rcin.org.pl 


151 
PODANIE XXVIII. 


Twierdzenie. 


Części dwóch cięciw AB i GD (fig. 135), 
przeelnającysh się w kole, są sobie odwrotnie 
proporcyonalne, lo jest: AO :DO = CO: OB. 

Połączmy punkta A i G tudzież B iD li- 
niami AC i BD, dwa trójkąty ACO i BOD 
mają kąty przy O, jako wierzchołkiem sty- 
kające się, równe sobie; kąt A jest równy 
kątowi D, gdyż oba są wpisane w jeden od- 
cinek (pod. 18 ks. H); dla tćjże przyczyny 
kąt C= B; więc te trójkąty są sobie podo- 
bne,i boki ich odpowiednie stanowią pro- 
porcyę, AO : DO = C0 : OB. 

Wniosek. Z téj proporcyi wypada AOX 
O0B=DOXCO; t. j. prostokąt wystawiony 
na częściach jednćj cięciwy, jest równy pro- 
stokątowi z części cięciwy drugićj. 


PODANIE I. 
Twierdzenie. 
Jeżeli z punktu O (fig. 136), wziętego za 
kołem, poprowadzimy sieczne OB i QU, koń- 
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czące się na łuku wklęsłym, całe sieczne będą 
odwrotnie proporcyonalne częściom ich zewnę- 
trznym, t. j. będzie: OB : OC = OD: OA. 

Gdyż, połączywszy A z C, i B z D livia- 
mi prostemi AC i BD, dwa trójkąty OAC i 
OBD, mając kąt O wspólny, kąt B = C (po. 
18, ks. II), są sobie podobne i tém samém 
ich boki odpowiednie stanowią proporcyę: 

OB:0C=0OD:OA. 

Wniosek, Więc prostokąt OA XOB jest 
równy prostokątowi OCX OD. 

Uwaga. Łatwo dostrzedz, że to twierdze- 
nie wiele ma podobieństwa ż poprzedzają- 
cóm, i tém tylko rożni się od niego, iż 
dwie cięciwy AB i CD, zamiast przecinać się 
wewnątrz, przecinają się zewnątrz koła. 
Twierdzenie następujące także może być 
uważane, jako przypadek szczególny tego sa- 
mego twierdzenia. 


PODANIE XXX. 
Twierdzenie. 


Przez punkt O (fig. 137), wzięty za kołem, 
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poprowadziwszy styczną OA: i sieczną OC, 
styczna będzie średnio geometrycznie propor- 
cyonalna między całą sieczną i częścią jéj ze- 
wnątrz koła leżącą, t.j. będzie: 
0C:0A—=0OA:OD. 

Gdyż połączywszy punkta A i D, tudzież 
AiG liniami AD i AC, trójkąty OAD i 
OAC mają kąt O wspólny; nadto kąt OAD 
utworzony przez stycznę i cięciwę, ma za 
miarę półowę łuku AD;'i kąt © ma za miarę 
półowę tegoż łuku, więc kąt OAD=C;a 
tém samém trójkąty są sobie podobne i boki 
ich dają proporcyę : 


GO :OA=0A: OD. 200% 


Wniosek. Więc kwadrat z OA, jest równy 
prostokątowi COX OD. 


PODANIE XXXI. 
Twierdzenie. 


W trójkącie ABC (fig. 138): podzieliwszy 
kąt A linią prostą AD na dwie części równe, 
prostokąt z boków AB i AC będzie równy 
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prostokątowi z odcinków BD i DC, więcćj 
kwadratem z siecznój AD. 

Przez trzy punkta A, B i C poprowadźmy 
okrąg koła, przedłużmy AD do przecięcia się 
z nim i połączmy punkt © z E linią pro- 
stą CE. 

Trójkąt BAD jest podobny trójkątowi 
EAC; gdyż, podług przypuszczenia kąt BAD | 
== EAC, i nadto kąt B= E, bo każdy z nich 
ma za miarę półowę łuku AC; więc te trój- 
kąty są sobie podobne i boki ich 'odpowie- 
dnie dają proporcyę: BA:AE =AD: AC, 
zkąd wypada BAXAC=AEXAD; lecz 
AE—=AD+DE, więc BAXAC=(AD+- 
DE)XAD =AD*-- DEXAD; że zaś AD 
XDE— BD XDC (pod. 28), więc nakoniec, 

BAXAC—=AD*+-BDXDC. 


PODANIE XXXII. 
Twierdzenie. 


W każdym trójkącie ABC (fig. 139) pro+ 
stokąt z dwóch jego boków AB i AC jest ró- 
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wny prostokątowi wystawionemu na srednicy 
GE, koła opisanego na trójkącie, i na pro- 
siopadłćj AD, spuszczonćój na bok jego 
trzeci BC. 

Gdyż połączywszy pankta Ai E, trójkąty 
ABD i AEC są prostokątne, jeden przy pun- 
kcie D a drugi przy A, nadto kąt B= E; 
więc te trójkąty są sobie podobne i dają 
proporcyę AB: CE==AD:AC zkąd ABXAC 
= CEXAD. 

Wniosek. Pomnożywszy każdą z tych ilo- 
ści równych przez BC, otrzymamy ABXAG 
XBC=CEXADXBC. Że zaś ADXBC 
jest dwa razy wzięta powierzchnia trójkąta 
(pod. 6), przeto iloczyn z trzech boków trój- 
kąta, jest równy iloczynowi z jego powierz- 
chni przez dwa razy wziętą średnicę koła na 
nim opisanego. | 

Uwaga. Można téż dowieść, że powierz- 
chnią trójkąta jest równa ileana z jego 
obwodu przez półowę promienia koła wpi- 
sanego. 

Gdyż trójkąty (fig. 87) AOD, BOC i AOC 
mając wspólny wierzchołek w punkcie O, 
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mają za wspólną wysokość promień koła wpi- 
sanego; że zaš summa powierzchni tych trój- 
kątów jest równa iloczynowi z summy ich 
podstaw AB, BC i AC przez pół promienia 
OD, więc powierzchnia trójkąta ABC jest 
równa iloczynowi zjego obwodu przez pół 
promienia koła wpisanego. P 


P ODANIE XXXIII. 
Twierdzenie. 


W czworokącie wpisanym ABCD (fig. 139) 
prostokąt z przekątnych AC i BD, jest równy 
summie prostokątów z boków przeciwległych, 
to jest: AGXBD=ABxXCD+ADXBC. 

Weźmy łuk CO==AD, i poprowadźmy 
linię BO, która przetnie przekątną AC 
w punkcie J. 
` Kąt ABD = CBJ; gdyż pierwszy ma za 
miarę pół laku AD, a drugi pół łuku CO, 
równego AD; kąt ADB == BCJ, gdyż oba są 
wpisane w odcinek AQB; więc trójkąt ABD 
jest podobny trójkątowi JBC, a tém samém 
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mamy proporcyę: AD: CJ ==BD:BC: zkąd 
ADXBC= CJXBD. Powiadam nadto, że 
trójkąt ABJ jest podobny trójkątowi BDC; 
gdyż, jeżeli do każdego z luków równych AD 
i CO dodamy łuk OD, będzie łuk AO = DC, 
a zatém kąt ABJ — DBC; nadto kąt BAJ = 
BDC, jako kąty wpisane w jeden odcinek ; 
więc trójkąty ABJ i DBC są sobie podobne i 
ich boki odpowiednie dają proporcyę, AB: 
BD—=AJ:QGD; zkąd wypada ABX CD = 
AJ X BD. k 

Dodając do siebie dwa znalezione wypa- 
dki, i uważając że AJXBD-+CJKXBD= 
(AJ + CJ) X BD=ACXBD, otrzymamy 
ADXBC+AB X CD=ACXBD. 

Uwaga, Takim samym sposobem można 
dowieść jeszcze innego twierdzenia o czwo- 
rokącie wpisanym w koło. 

Trójkąty podobne ABD i BJC dają propor- 
cję BD :BC—=AB:BJ, zkąd BJXBD== 
BCXAB. Połączywszy punkta Ci O, utwo- 
rzy się trójkąt JOC podobny ABJ, który bę- 
dzie podobny trójkątowi BDC, a tém samém 
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BD: CO ==DC:OJ; zkąd OJ XBD==CO X 
DC, albo, ponieważ CO = AD, będzie OJ X 
BD =ADXDC. Dodając do siebie dwa wy-. 
padki znalezione i uważając że BJ XBD+- 
OJ XBD sprowadza się do BOX BD, będzie, 
BOXBD = ABX BC+-AD X DC. 

Wziąwszy BP AD, i poprowadziwszy 
CKP znaleźlibysmy za pomocą podobnego 
rozumowania : 

CP X CA =ABXAD+-BCX CD. 

Lecz ponieważ łuk BP jest równy CO, 
więc dodawszy do każdego z nich BC, będzie 
łuk CBP — BCO, azatćm cięciwa CP jest 
równa cięciwie BO, i następnie prostokąty 
BO XBD i CPXCA mają się do siebie jak 
BD do CA; więc BD: GA=ABXBC+-AD 
XDCQC:ADXAB+BCXCD. 

A zatóm, dwie przekątne czworokąta wpi- 
sanego w koło, mają się do siebie, jak summy 
prostokątów z boków dotykających końców 
przekątnych. ; 

Te dwa twierdzenia mogą służyć do zna- 
lezienia przekątnych, mając wiadome boki 
czworokątów. 
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PODANIE XXXIV. 


Twierdzenie. 

Niech będzie punkt F (fig. 141), dany we- 
wnątrz koła na promieniu AG, na przediuże- , 
niu zewnęlrznóm promienia obierzmy punkt 
Q w takićj odległości, aby było CP:CA= 
CA :CQ; jeżeli jakikolwiek punkt M obrany 
na okręgu połączymy z punktami P i Q li- 
niami MP i MQ, mówię że stosunek pomię- 
dzy temi liniami wszędzie jest jednakowy, t 
będzie MP :MQ= AP : AQ. 

Gdyż podług przypuszczenia mamy CP: CA 
= CA: CQ ; podstawiwszy CM zamiast CA, 
będzie CP:CM==CM:CQ; więc trójkąty 
CPM i CQM mają kąt C wspólny, utworzony 
przez boki proporcyonalne, a zatóm są sobie 
podobne (pod. 20), więc trzeci bok MP ma 
się do trzeciego boku MQ jak CP do CM albo 
do GA. Że zaś proporcya CP : CA =CA: CQ 
daje, CP : CA = CA — CP : CQ — CA- czyli 
CP:CA=AP: AQ, więć MP:MQ =AP:AQ. 


—Ą A 0 
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ZAGAWBNEENIEA 
DO KSIĘGI TRZECIEJ. 


PER- 


ZAGADNIENIE I. 


Dang linie prostą podzielić na ilekolwiek 
, części równych, albo na częsci propercyonal- 
ne danym liniom. 

1. Niech będzie dana linia AB (fig. 142), 
do podzielenia na 5 części równych ; przez 
punkt A poprowadźmy linię nieograniczoną 
AG i wziąwszy dowolną wielkość AC, prze- 
nieśmy ją na linię AG razy pięć. Połączmy 
ostatni punkt podziału G z końcem B linią 
BG, i poprowadźmy do nićj równoległą CJ; 
a powiadam, że AJ będzie piątą częścią linii 
AB, i że tóm samćm przeniosłszy AJ na AB 
- razy pięć, linia AB zostanie podzielona na 
pięć części równych. 
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Gdyż, linia CJ równoległa do GB dzieli boki 
AB i AG na części proporcyonalne w pun- 
ktach C i J (pod. 15); że zaś AC jest piątą 
częścią AG, więc AJ jest piątę częścią linii AB. 

2. Niech będzie dana linia AB (fig. 143) 
do podzielenia na części proporcyonalne li- 
niom P, Qi R. Przez koniec A poprowadź- i 
my linię nieograniczoną AG i weźmy na nićj 
ACP, CD=Q, DE—=R,- połączmy 
końce E i B linią prostą EB, a przez punkta 
C i D poprowadźmy linie CJ i DK równole- 
głe do EB; mówię że linia AB będzie podzie- 
lona na części AJ, JK i KB, proporcyonalne 
- liniom danym P, Q iR. 

Gdyż, dla równoległości linij CJ, DK i 
EB , części AJ, JK i KB są proporcyonalne 
częściom AC, CD i DE (pod. 15), które po- 
dług wykróślenia są równe liniom danym P, 


QiR. 
ZAGADNIENIE H. 
Do trzech linij danych A, B i © znaleść 


czwartą geometrycznie proporcyonalną. 
, 14* 
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Poprowadźmy dwie linie nieograniczone 
DE i DF (fig. 144), któreby czyniły z sobą 
kąt jakikolwiek. Na linii DE odetnijmy część 
DA =A i DB =B, na DF weżmy DC= C, 
połączmy punkt A z C, a przez punkt B po- 
prowadźmy linię BX równoległą dò AC; mó- 
wię że DX będzie czwartą proporcyonalną 
żądaną; gdyż linia BX jest równoległa do 
AG, więc DA:DB=DC:DX; ponieważ 
zaś trzy pierwsze wyrazy tćj proporcyi są ró- 
wne trzem liniom danym, przeto DX jest żą- 
daną linią. 

Wniosek. Podobnież można znaleść trze- 
cią geometrycznie proporcyonalną do dwóch 
linij A i B; gdyż ena będzie to samo, co 
* czwarta geometrycznie proporcyonalna do 
trzech linij A, B i C. 


ZAGADNIENIE IH. 
Znalósć średnio geometrycznie proporcyo- 
nalną do dwóch danych linii A i B. 


Na linii nieograniczonćj DF (fig. 145) we- 
źmy DE=A i EF =B; na całćj linii DF, 


http://Frcin.org.pl 


163 


jako na średnicy, opiszmy półokrąg DGF, 
z punktu E wystawmy linię EG prostopadłą 
do średnicy, która przetnie się z okręgiem 
w punkcie G; powiadam że EG będzie śre- 
dnio geometrycznie proporcyonalną żądaną. 
Gdyż prostopadła GE, spuszczona na śre- 
dnicę z puńktu G, obranego na okręgu koła, 
jest średnio geometrycznie proporcyonalaa 
między dwóma odcinkami DE i EF średnicy 
(pod. 13), równómi danym liniom A i B. 


ZAGADNIENIE IV. 


Daną linię AB (fig. 146) podzielić na takie 
dwie części, aby część większa była srednio 
geometrycznie proporcyonalna stad całą 
linią i częscią jéj mniejszą. 

Z końca B linii AB wystawmy do nićj 
prostopadłą BC, równą półowie linii AB; 
z punktu C jako ze środka, promieniem BG 
opiszmy okrąg koła, poprowadźmy linię AC, 
która przetnie się z okręgiem w punkcie D, 
a wziąwszy na danćj linii AF==AD, mówię 
ie linia AB w punkcie F będzie podzielona 
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w sposób żądany, to jest, że będzie AB:AF 
=2AF: FB. 

Linia AB, jako prostopadła do promienia 
BC, przechodząca przez koniec jego, jest sty- 
czną z kołem; więc przedłużywszy AC do 
przecięcia się z okręgiem wE, hędzie: AE: 
AB—=AB:AD, i AE—AB:AB = AB — 
AD:AD. Że zaś promień BC jest półową li- 
nii AB, więe średnica DE jest równa linii 
AB, i tém samém AE—AB—=AD—=AF; 
ponieważ AF—=AD, przeto AB — AD = FB; 
a zatóm mamy AF : AB = FB: AF, i odmie- 
niwszy porządek między wyrazami, będzie 
AB: AF = AF: FB. 

Uwaga. Ten sposób dzielenia linii AB na- 
zywa się dzieleniem jéj w stosunku średnim 
i skrajnym; późnićj poznamy jego zastosowa- 
nia. Można dostrzćdz, że sieczna AE w pun- 
kcie D jest podzielona w stosunku srednim 
i skrajnym ; gdyż dla równości AB i DE, ma- 
my AE: DE=DE: AD. 
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ZAGADNIENIE V. 


Przez punkt A, dany między ramionami 
kąta BCD (fig. 147), poprowadzić linię pro- 
sią, którćjby części AB i AD, zawarte mię- 
dzy punktem A i ramionami kąta, były s0- 
bie równe. 

Przez punkt A poprowadźmy linię AE ró- 
wnoległą do GD, odetnijmy BE = CE, a li- 
nia BAD, poprowadzona przez punkta B i 
A, będzie żądaną. ź 

Gdyż, dla równoległeści AE i CD, mamy 
BE: EC=BA : ĄD; że zaś BE == EC, prze- 
o BA =AD. 


ZAGADNIENIE VI. 


Wystawić kwadrat równoważny z równole= 
głobokiem , lub trójkątem danym. 

l. Niech będzie dany równoległobok 
ABCD (fig. 148), którego podstawą jest AB, 
a wysokością DE; znajdźmy średnio geome- 
trycznie proporcyonalną XY między AB ı DE 
(zag. 3); mówię, że kwadrat wystawiony na 
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linii XY, będzie równoważny z równoległobo- 
kiem ABCD. Gdyż z wykrćslenia mamy AB: 
XY—=XY:DE; więc XYŻ= ABXDE; że 
zaś AB X DE jest miarą danego prostokąta, a 
XY? znalezionego kwadratu, przeto znalezio- 
ny kwadrat jest równoważny z prostokątem 
danym. 

2. Niech będzie dany trójkąt ABC (fig. 
149), którego podstawą jest BC, a wysoko- 
ścią AD; znajdźmy średnio geometrycznie 
proporcyonalną XY między BC i półową AD; 
mówię że kwadrat wystawiony na linii XY, 
będzie równoważny z trójkątem ABC. 

Gdyż z proporcyi BC: XY==XY:ZAD 
wypada XY?==BCXZzAD; przeto kwadrat 
z XY jest równoważny trójkątowi ABC. 


ZAGADNIENIE VII. 


Na linii danćj AD (fig. 150) wystawić pro- 
stokąt ADEX równoważny z pom da- 
nym ABFC. 

Wynajdźmy czwartą geometrycznie pro- 
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porcyonalną AX do trzech linij AD, AB i AC: 
mówię że prostokąt wystawiony na liniach 
AD i AX, będzie równoważny prostokątowi 
ABFC. y 

Gdyż z proporcyi AD: AB = AC: AX wy- 
pada ADXAX =ABXAC; więc prostokąt 
ADEX jest równoważny prostokątowi ABFC, 


ZAGADNIENIE VIIL 


Znalóść w liniach stosunek prostokąta 
z dwóch danych linij A i B (fig. 158), do 
prostokąta z dwóch innych lny i D. 

Niech będzie X czwartą geometrycznie pro- 
porcyonalną do trzech linij B, CiD, amó- 
wię, że stosunek linii A i X będzie równy 
stosunkowi pomiędzy prostokątami AXB i 
oeii ; 

Gdyż z proporcyi B:C=D:X wypada 
CXD=BXX, a zatém AXB:CXD = 
AXB:BXX=A:X. 

Wniosek. Więc aby mićć stosunek po- 
między kwadratami z linij A i C, należy zna- 
leść trzecią geometrycznie proporcyonalną X 
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do dwóch linij A i C, tak aby było A: C= 
G:X,a będzie AŻ:CZ=A:X, 


ZAGADNIENIE IX. 


Znaleść w liniach siosunek iloczynu z trzech 
linij A, Bi C (fig. 154); do iloczynu z trzech 
innych linij P, Q i R. i 

Znajdźmy czwartą geometrycznie propor- 
cyapalną X do trzech linij P, A iB, do trzech 
linij C, Q i R znajdźmy także czwartą geo- 
metrycznie proporcyonalną Y; a dwie linie 
X i Y mieć się będą do siebie jak iloczyny 
AXBXC i PXQXR. 

Gdyż z propõřcyi P:A==B:X, wypada 
AXB=PXX; pomnożywszy obie. ilości 
przez C, będzie AKBXC=CXPXX. Po- 
dobnież z proporcyi C:Q==R:Y, wypada 
QXR=CXY, a pomnożywszy obie ilości 
przez P będzie, PXQXR=PXCXY; więc 
iloczyn AXBXC tak się ma do PXQXR 
jak CXPXX do PXCXY, czyli jak się ma 
X do Y. 
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ZAGADNIENIE X. 


ł 

Znaleść trójkąt równoważny danemu wie- 
lokątewi. 

Niech będzie dany wielokąt ABCDE (fig. 
150); poprowadźmy przekątną GE, która 
oddzieli trójkąt CDE ; przez punkt D prze- 
ciągnijmy. DF równoległą do CE, która spotka 
się z przedłużeniem boku AE w punkcie F; 
połączmy punkta © i F, a wielokąt dany 
ABCDE będzie równoważny z wielokątem 
ABCF, który ma mnićj jednym bokiem od 
niego. ; 

Gdyż trójkąty CDE i CFE, mając wspólną 
podstawę CE, mają także wspólną wysokość, 
bo wierzchołki ich D i F leżą na linii pro- 
stój DF równoległćj do podstawy; więc są 
sobie równoważne. Dodając do każdego 
z tych trójkątów wielokąt ABCE, otrzymamy 
wielokąty ABCDE i ABCF sobie równoważne. 

Podobnież na miejsce trójkąta ABC, mo- 
żina otrzymać trójkąt jemu równoważny AGC, 
i takim sposobem pięciokąt ABCDE zamieni 
się na trójkąt GCF, z nim równoważny. 

15 


http://rcin.org.pl 


170 


- Toż samo postępowanie możnaby zastoso- 
wać do każdego innego wielokąta; bo otrzy- 
mując za każdćm działaniem, wielokąt mający 
mnićj jednym bokiem od poprzedzającego, 
dojdziemy nakoniec do trójkąta równowa- 
żnego z danym wielokątem. 

Uwaga. Widzieliśmy już że każdy trójkąt 
można zamienić na kwadrat jemu równowa= 
żny (zag. 6); więc zawsze można otrzymać 
kwadrat równoważny jakiemubądź wieloką- 
towi prostokróślnemu: co nazywa się kwa- 
dralurą wielokątów prostokrćślnych. 

Zadanie kwadralury koła ma na celu, zna- 
lezienie kwadratu równoważnego z kołem 
danćj średnicy. < 

LJ 


ZAGADNIENIE XI. 


X 


Znaleść kwadrat równy summie lub różnicy - 
dwóch kwadratów danych. 

Niech będą A i B boki kwadratów danych. 

l-e Jeżeli mamy znaleść kwadrat równy 
summie tych kwadratów, poprowadźmy dwie 
linie nieograniczone (fig. 151) ED i EF, pro- 
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stopadłe do siebie, odetnijmy ED =A i EG 
=B, a linia prosta DG, łącząca punkta D i 
G bedzie bokiem żądanego kwadratu, 

Gdyż w trójkącie prostokątnym DEG kwa- 
drat z DG jest równy summie kwadratów 
z ramion kąta prostego ED i EG. 

2-e Podobnież jeżeli mamy znaleść kwa- 
drat równy różnicy dwóch kwadratów danych, 
nakreślmy kąt prosty FEH, odetnijmy GE. 
równe bokowi mniejszemu z dwóch danych, 
i promieniem GH, równym drugiemu boko- 
wi, opiszmy z punktu G, jako ze środka, łuk 
któryby się przeciął z EH w punkcie H; mó- 
wię że kwadrat wystawiony ra EH, będzie 
równy różnicy kwadratów z linij danych 
A i B. 

Gdyż trójkąt GEH jest prostokątny, jego 
przeciwprostokątna GH==A, i bok GE = 
B; więc kwadrat wystawiony na EH i t. d. 

Uwaga. Tym sposobem można otrzymać 
kwadrat równy summie ilukolwiek kwadra- 
tów; gdyż wykreślenie, które służy do za- 
miany dwóch na jeden, doprowadzi tóż do 
dwóch kwadratów na miejsce trzęch, i do 
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otrzymania jednego na miejsce dwóch osta- 
tuich kwadratów; toż samo rozumióć o wię- 
kszćj ich liczbie. Podobnież postępowaliby- 
śmy, gdyby potrzeba było odjąć kwadrat 
którykolwiek od summy innych. 


ZAGADNIENIE XN. 


Znalesć kwadrat, któryby się miał do kwa- 
dratu danego ABCD, jak się ma linia: M do 
linii N (fig. 155). 

Na linii nieograniczonćj EG weźmy EF == 
M i FG = N; na EG jako na średnicy, opi- 
szmy pólkole, i z punktu F wystawmy pro- 
stopadłą FH db średnicy. Przez punkt H po- 
prowadźmy cięciwy HG i HE, weźmy na 
pićrwszćj z nich HK, równe bokowi AB da- 
nego kwadratu; przez punkt K poprowadź 
my linię KJ rówńoległą do EG, a HJ będzie 
bokiem kwadratu szukanego. 

Gdyż dla równoległości linij KJ i GE, 
mamy: HJ:HK==HE:HG, i tém samém 
HJ2: HK2—HE2:HG2; a że w trójkącie 
prostokątnym EHG (pod. 23) HE?:HG?—= 
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EF:GF, czyli HE2: HG2=M:N, więc 
HJ?: HK? =— M:N; że zaś HK = AB, prze- 


to kwadrat z HJ tak się ma do kwadratu 
z AB, jak M do N. f 


/ 


ZAGADNIENIE XIII. 


y ; 
Na boku FG (fig. 134) odpowiednim bo- 
kowi AB , nakrćslić wielokąt podobny wielo- 
kątowi danemu ABCDE. 
W wielokącie danym poprowadźmy prze- „ 
kątne AG i AD: na boku FG, przy punkcie 
“F nakreslmy kąt GFH = BAC, i przy pun- 
kcie G kąt FGH =ABC; linie FH i GH 
przetną się zsobą w punkcie H i dadzą trójkąt 
FGH, podobny trójkątowi ABC; podobnież 
na boku FH odpowiednim bokowi AC, wysta- 
wmy trójkąt FJH podobny trójkątowi ADC, 
ina boku FJ odpowiednim AD, wystawmy 
trójkąt FJK podobny ADE. Wielokąt FGEJK 
będzie wielokątem żądanym, podobnym wie- 
lokątowi ABCDE; gdyż te dwa wielokąty 


15* 
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składają się z jednakowćj liczby trójkątów 
podobnych i podobnie ułożonych (pod. 26). 


ZAGADNIENIE XIV. 


Mając dane dwa wielokąty podobne, wysta- 
wić trzeci podobny każdemu, i równy ich 
summis, lub różnicy. 

Niech będą A i B boki odpowiednie dwóch 
wielokątów danych, znajdźmy bok X kwa- 
dratu równego summie , lub różnicy kwadra- 
tów wystawionych na  AiB:aX będzie bo- 
kiem wielokąta szukanego, odpowiednim bo- 
kom A i B wielokątów danych. Sam zaś 
wielokąt nakreślimy podług zagadnienia po- 
przedzającego. 

Gdyż wielokąty podobne mają się do sie- 
bie, jak kwadraty z boków odpowiednich; że 
zaś kwadrat z boku X jest równy summie, 
albo różnicy kwadratów z linij A i B, przeto 
wielokąt z boku X jest równy summie, albo 
różnicy wielokątów jemu podobnych, wysta- 
wionych na bokach A i B 
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ZAGADNIENIE XV. 


Wystawić wielokąt podobny wielokątowi 
danemu, któryby się miał do niego , jak się 
ma M do N. 

Niech będzie A bokiem wielokąta danego, 
a X bokiem jemu odpowiednim w wielokącie 
szukanym; potrzeba aby się miał kwadrat 
z X do kwadratu z A, jak się ma M do N 
(pod, 27); znajdziemy X za pomocą zaga- 
dnienia XII, a znając X, uskutecznimy resztę 
podług zagadnienia XIII. 


ZAGADNIENIE XVI. 


Wystawić wielokąt podobny wielokątowi 

P i równoważny z wielokątem Q (fig. 156). 
. Znajdźmy bok M kwadratu równoważnego 
z wielokątem P, i bok N kwadratu równo- 
ważnego .z wielokątem Q. Niech będzie X 
czwartą geometrycznie proporcyonalną do 
trzech linij danych M, Ni AB; a wielokąt 
podobny wielokątowi P, wystawiony na boku 
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X, odpowiednim bokowi AB, będzie równo-- 
ważny z wielokątem Q. 

"Gdyż oznaczywszy przez Y wielokąt wy- 
stawiony na X”, będzie P:V—=AB2:X% że 
- zaś podług wykreślenia AB: X=M:N, al- 
bo AB2: X2 = M2: N2, więc P: Y =M>:N*. 
A że podług wykreślenia mamy, M? =P i 
N2=Q, przeto P:Y =P: Q; zkąd Y=Q, 
i tóm samćm wielokąt Y jest podobny wielo- 
kątowi P i równoważny z wielokątem Q. 


` ZAGADNIENIE XVII. 


Wystawić prostokąt równoważny z danym 
kwadratem C, któregoby boki przyległe czy- 
niły summę daną AB (fig. 157). 

Na AB jako na średnicy, opiszmy póło- 

"krąg koła; w odległości AD równćj bokowi 
danego kwadratu C, poprowadźmy linię DE 
równoległą do średnicy. Z punktu E, w któ- 
rym równoległa przecina okrąg, spuśćmy 
prostopadłą EF na średnicę: AF i FB będą 
bokami szukanego prostokątu. 

Gdyż summa tych boków jest równa AB, 
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F ż 
a prostokąt z nich AF X FB jest równy kwa- 
dratowi z EF (pod 25), czyli kwadratowi 
z AD ; przeto prostokąt AF X FB jest równo- 
ważny z kwadratem danym C. 

Uwaga. Aby zagadnienie było podobne do 
rozwiązania, potrzeba żeby odległość AD nie 
była większa od promienia, to jest: aby bok 
kwadratu C nie był większy od polowy li- 
nii AB. 


- ZAGADNIENIE XVIII. 


, Wystawić prostokąt równoważny z kwa- 
dratem C (fig. 158), aby różnica między jego 
bokami przyległómi była równa AB. 

Na linii danćj AB, jako na średnicy, opi- 
szmy okrąg koła, przez koniec średnicy po- 
prowadźmy stycznę AD równą bokowi kwa- 
dratu C, przęz punkt D i środek O popro- 
wadźmy siecznę DF; powiadam że DE i 
DF będą bokami ahia żądanego we 
stokątu. 

Gdyż l-e, różnica pomiędzy tómi bokami 
jest równa średnicy EF, czyli AB; 2-e pro- 
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kd 
stokąt DE X DF, będąc równy AD2 (pod. 30), 
jest równoważny z kwadratem danym C. 


ZAGADNIENIE XIX. 


Znaleść wspólną miarę, jeżeli takowa znaj- 
duje się, między przekątną i bokiem kwadratu, 

Niech będzie jakikolwiek kwadrat ABCG, 
i jego przekątna AC (fig. 159). = 

Aby rozwiązać zagadnienie, potrzeba prze- 
nieść CB na CA tyle razy, ile razy można to 
uskutecznić (zag. 17, ks. H), i dla tego niech 
będzie pół-kole DBE opisane promieniem 
CB ze środka C: wiómy że CB zawiera się 
w AC raz jeden z resztą AD, wypadkiem 
więc pierwszego działania jest iloraz ] z re- 
sztą AD, którą należy porównać z BC, albo 
jemórównóm AB. 

Można odciąć AF =AD, ispriGnidiń AF 
na bok AB , znależlibyśmy że mieści się w nim 
dwa razy zresztą; ponieważ zaś ta reszta i po 
nićj następujące , coraz bardzićj zmniejszając 
się, dla swćj małości uchodziłyby naszćj uwagi,- 
przeto podobne postępowanie byłoby miedo- 
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kładnóm działaniem mechanicznóm, które nie 
dałoby poznać, czyli linie AC i CB mają, lub 
nie mają wspólnćj miary; lecz nastręcza się 
tutaj bardzo prosty sposób uniknienia linij 
zmniejszających się, podług którego będzie- 
my mieli dø czynienia m jednakowćj 
wielkości. 


I tak, jeżeli kąt ABC jest prosty, linia AB 
jest styczną, i AE sieczną, że zaś obie prze- 
chodzą przez jeden punkt, przeto mamy (pod. 
30) AD: AB =AB: AE., W drugićm więc 
działaniu , w którćm idzie o porównanie AD 
z AB, można wziąść stosunek AB do AF, za- 
miast stosunku AD do AB; że zaś AB, albo 
jemu równe CD, mieści się w AE dwa razy 
zresztą AD. przeto w wypadku z drugiego 
działania będzie iloraz 2 z resztą AD, którą 
potrzeba porównywać z AB. 


Działanie trzecie, w któróm potrzeba po- 
równywać AD z AB, sprowadzi się do po- 
równywania AB, albo jemu równego CD, 
z AE; i otrzymamy w ilorazie 2 i na re- 


sztę AD. 
+ 
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Ztąd widzimy, że działanie nigdy śię nie 
skończy, i że tém samém przekątna i bok 
kwadratu nie mają wspólućj miary; ta pra- 
wda, wiadoma już z arytmetyki (gdyż te 
dwie linie mają się do siebie jak V 2:1) (pod. 
11), staje się widoczniejszą przez rozwiąza- 
nie geometryczne, 

Uwaga. Nie można więc ściśle oznaczyć 
stosunku liczebnego między przekątną i bo- 
kiem kwadratu, lecz można go uczynić tyle 
przybliżonym do prawdziwego , ile się podos 
ba, i wyrazić za pomocą ułamku ciągłego. 
Pierwsze działanie dało na iloraz 1, drugie 
i każde z następujących aż do nieskończono- 
ści dają 2; a zatóm w mowie będący uła- 
mek jest: | 

bt: p, i 
z+1 
- zt: it, d. do nie- 
skończoności. z 

Naprzykład, obliczywszy ten ułamek aż 
do czwartego wyrazu włącznie, poeci że 
jego wartość jest: 43 , czyli 34 ; tak że przy- 
bliżopy stosunek średnicy koła do boku kwa-' 
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drata wpisanego, jest = 41:29. Gdybyśmy 
obliczyli większą liczbę wyrazów powyższego 
ułemku ciągłego, znaieźlibyśmy stosunek 


bardiićj przybliżony do prawdziwego. ` 


» 


Ee- 


16 
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,.  BSIĘGA CZWAREA, 


O WIELOKĄTACH FOREMNYCH 
I O MIERZENIU KOŁA. 


—a © w — 


Opisy. 


Wielokąt mający wszystkie kąty i boki so- 
bie równe , nazywa się wielokątem foremnym. 

Wielokątami foremnómi mogą być wszyst- 
kie wielokąty. Trójkąt równoboczny, jest wie- 
lokątem foremnym o trzech bokach; kwadrat, 
jest czworokątem foremnym. i 
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PODANIE I. 


Twierdzenie. 


Dwa wielokąty foremne o jednakowćj li- 
czbie boków, są sobie podobne. 

Niech będą np. dwa sześciokąty foremne 
ABCDEF i abedef (fig. 160); summa kątów 
w obu wielokątach jest jednakowa, i w ka- 
zdym z nich równa ośmiu kątom prostym 
(pod. 28, ks. 1). Kąt A równie jak i kąt a, * 
jest szóstą częścią téj sammy, a zatóm kąty A 
i a są sobie równe; toż samo rozumićć o kę- 
tach Bib, Cie,it. d. 

Nadto, ponieważ z opisu wielokątów fore- 
maych boki AB, BC, QD, i t. d. są sobie 
równe, i boki ab, be, cd i t. d. także są $0- 
bie równe, przeto widocznie mamy proporcye: 
AR: ab =BQ:bc== QD .cd i t. de Więc dwa - 
wielokąty w mowie będące, mają kąty równe 
i boki odpowiednie proporcyonalne, a tóm 
samém są sobie podobne (opis. 2, ks. HI). 

Wniosek. Obwady dwóch wielokątów fo- 
remnych o jednakowćj liczbie boków, mają 
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"się do siebie jak boki odpowiednie, a ich po- 
wierzchnie jak kwadraty z tychże boków 
(pod. 27, ks. II!). e 
Uwaga. Kąt wielokąta foremnego można 
/ oznaczyć, podobnie jak kąt wielokąta równo- 
kątnego (pod. 20, ks. 1), mając "A li- 
powy jego boków. R żę 


PODANIE II. 


bry ta rh 


Każdy wielokąt foremny woże być wpisany. 


i opisany na kole. 

i-e Niech będzie ABCDE... wielokąt o 
którym mowa (fig. 161): wystawmy sobie że 
przez trzy punkta A,B i © poprowadzono 
okrąg koła, którego środkiem jest punkt O, 
ze środka spuśćmy prostopadłą OP na bok 
BC, która go podzieli na dwie części równe; 
połączmy punkt A 20O i O zD. j 


Dwa czworokąty OPCD i OPBA przystaną 


do siebie: gdyż w rzeczy samćj bok OP jest 
wspólny<dla obu, kąt OPC: OPB jako pro- 
ste, przeto bok PC pójdzie po boku PB,i 
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punkt € padnie na B. Nadto w wielokącie 
foremnym kąt PCD == PBA, a zatém bok CD 
pójdzie po BA, a ponieważ CD =BA, prze= 
to punkt D padnie na A,i dwa czwerokąty 
przystaną do siebie, a tém samém OD= 
AO ; ponieważ więc odległość OD jest ró- 
wna odległości OA , zatém okrąg koła, prze- 
chodzący przez trzy wierzchołki wielokąta 
A,B i C, przejdzie i przez czwarty D: «drogą 
podobnego rozumowania okażemy, że okrąg 


koła przechodzący przez trzy wierzchołki B, * 


CiD, przejdzie przez E, i t. d.; więc okrąg 
koła poprowadzony -przez trzy wierzchołki 
A, B i C, przejdzie przez wszystkie inne, i 
wielokąt będzie wpisany w koło. 

2-e Wszystkie boki AB, BC, GD, it. d. 
jako cięciwy równe, są równo oddalone od 
środka koła opisanego na danym wielokącie 
(pod. 8, ks. II); więc okrąg koła opisany 
z punktu O, jako ze środka promieniem OP, ' 
zetknie się z bokiem BC i z każdym innym 
w srodku jego, a tém samém- koło będzie 
wpisane w wielokąt, czyli wielokąt opisany 
na kolę. e 4) pci 

16* 
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sioWwaga I. Punkt który jest środkiem koła 
wpisanego i opisanego na wielokącie, może 
byćcuważany jako Środek wielokąta; a ztąd 
tqtemssrodkowym wielokąta nazywa się kąt 
AOB}, utworzony przez dwa promienie po- 
` prowadzone do końców boku AB. 

or Ponieważ wszystkie cięciwy AB, BC it. 
edy lsąorsobie równe, przeto. wszystkie kąty 
drodkowe także są sobie równe; że zaś šum- 
ama wszystkich kątów środkowych jest równa 
„Gziórem kątom prostym, więc znajdziemy 
wuttość każdego z nich, dzieląc cztery kąty 
iprośtesprzez liczbę boków wielokąta. 
i „ oH.' Aby'w dane koło wpisać wielokąt fo- 
remny o jakiójkolwiek liczbie boków, potrze- 
„ba okrąg koła podzielić ha tyle części ró- 
pwnych, ilema mićć boków wielokąt wpisany; 
© sgdyż jeżelicłoki będą równe i cięciwy AB, 
/BG, OD t. d. (fig. 161) podpierające je, 
będą takie równe sobie; że zaś trójkąty 
ABO, BGC, GOD i t. d. mając boki równe, są 
osobie rówhes przeto wszystkie kąty ABC, 
1BGD„CDEdi t. d. będą sobie równe; i wie- 
lokąt ABCDE... będzie foremny. 


X 
Gi 
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Bej "PODANIE IH. 


iqw oggums 
a PES 4 Zagadnienie: 

OW dake koło ` wpisać “kwadrat. ai 
À Poprowadźmy (fig. 162) dwie Średnice AC 
1BD prostopadłe do siebie, połączmy z sobą 
rE A,B, CiD, a czworokąt ABCD bę- 
dzie kwadratem wpisanym; gdyż kąty AOB, 
BOC it. d. jako proste są sobie rowne, a 
zatóm łuki AB, BC i t. d. i tém samém cię- 
ciwy AB, BC i it. d. są sobie równe. 

Uwaga. "Ponieważ trójkąt BOS jest pro- 
„stokątny i równoramienny, przeto mamy 
(pod. 11,-ks. HI) BC: BO= V2: T; a za- 
tém, bok kwadratu wpisanego w koło tck się 
ma do promienia ; jak pierwiasles kwadralo- 
wy z 2 do 1. 


PODANIE IV. 
` Zagadnienie. 
W dane koło wpisać sześciokąt foremny 


i trójkąt równoboczny. 
= 
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Przypuśćmy że zagadnienie jest rozwiąza- 
ne, i że bokiem sześciokąta foremnego wpi- 
* sanego (fig. 163) jest AB; poprowadziwszy 
promienie AO i OB, mówię że trojkat AOB 
będzie równoboczny, 

Gdyż kąt AOB jest szóstą częścią cztórech 
kątów prostych; wziąwszy zatém kąt prosty 
za jedność, będzie AOB =4 = 32: dwa inne 
kąty ABO i BAC razem wzięte, ważą 2 — 3, 
czyli 4, a ponieważ one są sobie równe, 
przeto każdy z nich ==3; więc trójkąt ABO 
mając wszystkie kąty równe, jest równoboczny, 
i tém samém bok sześciokąta foremnego 
wpisanego w koło, jest równy promieniowi. 

Ztąd wypada, że aby w dane koło wpisać 
sześciokąt foremny, należy przenieść promień 
sześć razy na ókrąg, a dojdziemy do tego sa- 
mego punktu, od którego podział gabi yć 
uskuteczniać. 

Mając wpisany sześciokąt foremny ABCDEF, 
otrzymamy trójkąt równoboczny wpisany, je- 
żeli połączymy pierwszy wierzchołek 'z trze- 
cim i piątym, a piąty z trzecim wierzchołkiem 
sześciokąta. 


http://rcin.org.pl 


`~ 


169 


Uwaga. Czworokąt ABCO jest kwadra- 
tem ukośnym, gdyż AB2=BC==CO==AQ, 
przeto summa (pod. 14, ks. III) kwadratów 
z przekątnych AC2--BO3? jest równa summie 
kwadratów z boków: 4AB2, czyli 4BÓ2; od- 
jawszy z jednćj i z drugićj strony BO2, dasi 
stanie AC2==3BO2, przeto AC2:BO?== 
3:L, czyli AC:BO=V3:1; więc bok 
trójkąta równobocznego wpisanego w koło, 
tak się ma do promienia tegoż koła, jak pier- 
wiastek kwadratowy z ò do -1. 


PODANIE V. 
Zagadnienie. 


W dane koło wpisać dziesięciokąt foremny, 
a następnie pięciokąt i pięlnastokąt. 

Podzielmy promień: AO (fig. 164) w sto- 
sanku średnim i skrajnym w punkcie M (zag. 
4 ks. II), weźmy cięciwę AB. równą części 
większćj OM promienia, a ona będzie bokiem 
dziesięciokąta foremnego wpisanego; którą 
potrzeba przenieść na okrąg razy dziesięć. 

à a 
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Gdyż połączywszy B zM, mamy podług 
wykreślenia, AO : OM==OM : AM, a ponie- 
waż AB == OM, przeto AO : AB==AB:AM; 
więc trójkąty ABO i ABM , mając kąt wspól- 
ny, utwerzony przez boki proporcyonalne, są 
sobie podobne ; że zaś trójkąt OAB jest ró- 
wnoramienny, przeto i w trójkącie AMB ma- 
my AB==BM; że zas AB==OM, więc MB 
—=0M i trójkąc BMO jest równoramienny. 

Kąt AMB, zewnętrzny względem trójkąta 
równoramiesnego BMO, jest dwa razy wię- 
kszy od kąta wewnętrznego O (pod. 32 k, I); 
że zaś kąt AMBz= MAB, więc w trójkącie 
OAB każdy zkątów OAB i OBA, jest dwa 
razy większy od kąta przy wierzchołku O, a 
zatów (rzy kąty trójkąta AOB ważą pięć ką- 
tów O, i tém samém kąt O jest piątą dwóch, 
czyli dziesiątą częścią cztérech kątów pro= 
stychz a zatóm łuk AB jest dziesiątą częścią 
okręgu koła, a cięciwa AB jest bokiem dzie- 
sięciokąta foremnego. 

Wniosek I. Połączywszy wierzchołek AE 
wszy z trzecim, trzeci z piątym, piąty z sió-, 
dmym, siódmy z dziewiątym i dziewiąty 
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z pierwszym wierzchołkiem dziesięciokąta fo- 
remnego, olrzymamy  pięciokąt: foremny 
ACEGJ. 

II. Jeżeli AB jest bokiem dziesięciokąta 
foremnego, niech będzie AL kom sześcio” 
kąta, natenczas łuk BL= } — yy = 15 
okręgu koła, więc cięciwa BL. jest bokiem 
piętnastokąta foremnego wpisanego w koło. 
Widzimy zarazem, że łuk CŁ jest trzecią 
częścią łuku CB, a zatém jego cięciwa jest 
bokiem trzydziestokąta PROE wpisane- 
go w koło. 

Uwaga. Jeżeli każdy z łuków, podpartych 
przez boki wielokąta foremnego , wpisanego 
w koło, podzielimy na dwie części równe, i 
punkta podziałów połączymy liniami proste- 
mi, natenczas otrzymamy wielokąt foremny 
wpisany w koło o dwa razy większćj liczbie 
boków od danego: widzimy przeto, że kwadrat 
może posłużyć do wpisania w koło wieloką- 
tów foremnych o 8, 16, 82, 64 i t. d. bo- 
kach. Podobnież sześciokąt posłuży do wpi- 
sania wielokątów foremnych o 12, 24, 48, 
it. d, bokach; dziesięcioaąt, o 20, 40, 80 
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it. d., a piętnastokąt o 30 „60, 120 i t,d. 
bokach (*). 


4 


PODANIE VI. 
Zagadnienie. 


Na daném kole (fig. 165) opisać wielokąt 
foremny, podobny danemu wielokątowi fores 
mnemu ABCD... wpisanemu w koło. 

Przez środek T łuku AB peprowadźmy 
stycznę GH, która będzie równoległa do cię- 
ciwy AB (pod. 10, ks. II), podobnież przez 
środek każdego innego łuku BC, GD i t. d. 
poprowadźmy styczne, a one przecinając się 


(*) Długi czas mniemano, że za pomocą 
sposobów znanych w geometryi elementarnćj, 
albo co jest to samo , .przez rozwiązanie ró- 
wnań stopnia pierwszego i drugiego, można. 
. wpisać i opisać na kole tylko wyżćj wyliczo- 
ne wiełokąty; lecz (Gauss w dziele: Disquist- 
tiones arithmelicae, Lipsiae 1801, dowiódł,że 
podobną drogą można wpisać wielokąt o sie- 
dómnastu bokach, i w ogólności o 2' +1 bo- 
kach, byleby 2' --1 było liczbą pierwszą. 
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wydadzą wielokąt opisany GHJK... podobny 
wielokątowi wpisanemu, 

Łatwo destrzedz, że trzy punkta O, BiH 
leżą w linii prostćj: trójkąty OTH i OHN 
mając przeciwprostokątną OH wspólną i bok 
OT==ON, są sobie równe (pod, 18, ks. I), 
a zatćm kąt TOH==ZION, i tém samém li- 
nia OH przechodzi przez środek B łuku TN; 
dla podobnćj przyczyny punkt J znajduje się 
na przedłużeniu OG, i t. d. Ponieważ linia 
GH jest równoległa do AB, a HJ do BC, 
przeto kąt GHJ == ABC (pod. 27. ks. I); po- 
dobnież kąt HJK =BQD, it. d.; więc kąty 
wielokąta opisanego są równe kątom wielo- 
kąta wpisanego, i tém samćm są równe po- 
między sebą. Nadto dla równoległości tych 
samych linij, mamy: GH:AB—=QOH:OB i 
HJ :BC=0H : OB, więc GH: AB-=HJ : BC, 
ie zaś AB==BG, przeto GH=HJ. Dla 
podobnćj przyczyny HJ=JK , i t. dz więc 
boki wielokąta opisanego są sobie równe, a 
zatóm ten wielokąt jest foremnym i podo- 
bnym wielokątowi wpisanemu, 

Wniosek I. Odwrotnie, jeżeliby potrzeba 

17 
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było, wpisać w koło wielokąt ABC..., mając 
wielokąt na nićm opisany GHJK..., byłoby do- 
statecznóm połączyć wierzchołki G, H, J, K... 
wielokąta danego z środkiem koła liniami OG, 
OH, i t. d., któreby się przecięły z okręgiem 
w punktach A, B, C..., a poprowadziwszy 
cięciwy AB, BC i t. d. otrzymalibyśmy wie- 
lokąt żądany. Można także w tym przypadku 
połączyć zsobą punkta zetknięcia T, N, P, i 
t. d. liniami TN, NP it. d., a ztąd wyniknie 
wielokąt wpisany podobny opisanemu, 

I. Ztąd wynika, że na daném kole można 
opisać wielokąty foremne takie, jakie umić- 
my wpisywać. 


PODANIE vi. 
Twierdzenie, 


Powierzchnia wielokąta foremnego jest ró- 
wna iloczynowi z jego obwodu przez pół pro- 
mienia koła wpisanego. 

Niech będzie (fig. 165) wielokąt 
foremny GHJK..., powierzchnia trójkąta 
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GOH==GHXZOT, pewierzchnia trójkąta 
OHJ==HJXZ0N, że zaś ON== OT, więc 
powierzchnia obu trójkątów =(GH-+-HJ) 
XZOT. Postępując tak samo z innćmi trój- 
kątami, znajdziemy, że powierzchnia suimmy 
„ wszystkich trójkątów, czyli powierzchnia ca- 
łego wielokąta, jest równa iloczynowi z sum- 
my podstaw GH, HJ, JK i t. d., czyli z obwo- 
du wielokąta przez ZOT, to jest: przez pół 
promienia koła wpisanego. ] 


PODANIE VII. 


Twierdzenie, 


Obwody dwóch wielokątów foremnych 0 je- 
dnakowćj liczbie boków, mają się do siebie, 
jak promienie kół opisanych, albo jak pro- 
mienie kół wpisanych; a ich powierzchnie jak 
kwadraty z tyeh samych promieni, 

Niech będzie AB (fig. 166) bokiem jedne» 
go z wielokątów w mowie będących, punkt 
O jego środkiem, a tém samém AO promie-* 
niem koła opisanego, a linia OD, prostopadła 
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do AB promieniem koła wpisanego; podobnież 
niech będzie ab bokiem drugiego wielokąta po- 
dobnego tamtemu, o jego środkiem, oa pro- 
mieniem koła opisanego i od promieniem koła 
wpisanego. Obwody dwóch wielokątów podo- 
bnych mają się do siebie jak boki AB i ab; że. 
zaś kąty A i a są sobie równe, jako półowy ką- 
tów w wielokątach, podobnież kąty B i b są so- 
bie równe, więc trójkąty ABO i abo równie 
jok i trójkąty ADO i ado są sobie podobne; 
| więc AB:ab==AO:ao==OD:od; a zatćm 
obwody wielokątów foremnych mają się do sie- 
bie, jak promienie AO i ao kół opisanych, albo 
jak promienie OD i od kół w nie wpisanych. 

Powierzchnie tych samych wielokątów ma- 
ja się do siebie, jak kwadraty z boków od- 
powiednich AB i ab; a tóm samém one mają 
się do siebie, jąk kwadraty, z promieni OD 
i od kół wpisanych, albo jak kwadraty z pro- 
mieni AO i-aó kół na nich opisanych. 


PODAN I E IX. 
Twierdzenie. 


Wszelka linia krzywa, albo łamana otacza- 
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jaca od jednego końca du drugiego linię wy- 
pukłą AMB, jest dłuższa od linii oloczonój 
AMB (fig. 107). 

Już wyżćj powiedziano, że linią ÓW 
nazywamy linię krzywą, albo łamaną, lub tóż - 
w części krzywą a w części łamaną, z którą 
linia prosta przecina się tylko w dwóch nun- 
ktach, Jeżeliby linia AMB miała wklęsłości, 
natenczas nie byłaby wypukłą; gdyż łatwo 
dostrzedz, że linia prosta mogłaby ją prze- 
ciąć więcćj jak w dwóch punktach. Łuki kół 
są wypukłe; lecz podanie obecne rozciąga 
się na linie jakiekolwiek, które czynią zado- 
syć wspomnionemu warunkowi. 

To założywszy, jeżeliby linia AMB nie by- 
ła mniejsza od każdćj ją otaczającćj linii, na- 
tenczas pomiędzy ostatniemi byłaby jedna 
krótsza od innych, i zarazem mniejsza od 
AMB, albo przynajmnićj jéj równa. Niech 
taką linią będzie ACDEB ; pomiędzy liniami 
AMB i ACDEB poprowadźmy gdziekolwiek 
lmię prostą PQ, która nie przecina linii AMB, 
lub jest do nićj styczną; linia prosta PQ jest 
mniejsza od PCDEQ, a zatóm podstawiwszy 
zamiast części PODEQ linię prostą PQ otrzy- 

FS 
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mamy linie obejmującą APQB mniejszą od 
APDQB. Że zaś podług przypuszczenia linia 
APDQB miała być najkrótszą ze wszystkich 
linij otaczających, przeto to przypuszczenie 
nie może mićć miejsca i tém samém każda 
linia otaczająca jest dluższa od AMB. 

Uwaga. Zupełnie takim samym sposobem 
dowiedziemy, że wszelka linia wypukła i 
zamknięta AMB (fig. 168) jest krótsza od 
każdćj linii ze wszech stron ją otaczającćj, 
bądź to linia olaczająca. FGH dotyka się linii 
AMB w jednym, lub kilku punktach, bądź tóż 
nie dotykając się ją otacza. 


/ 
PODANIE X. 
Twierdzenie. przybrane. 


Mając dane dwa koła spółsrodkowe, za- 
wsze można w większe wpisać wielokąt fore- 
mny, którego boki nie będą dotykały okręgu 
koła mniejszego, i na mniejszćm można opisać 
wielokąt foremny, którego boki nie będą prze” 
cinały okręgu koła większzgo; to jest tak 
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w jednym jak w drugim przypadku, boki wie- 
lokqta będą zawarte między dwóma okręgu- 
mi kół. = 
Niech będą (fg. 169) CA i GB promienie 
danych kół spółsrodkowych. Przez punkt A 
poprowadźmy 'stycznę, kończącą się w pun- 
ktach D'i E na okręgu większym. W piszmy 
w koło większe jeden z wielokątów, jakie po- 
przednio nauczyliśmy się wpisywać, podziel- 
my następnie wszystkie łuki podparte przez 
boki wielokąta wpisanego, na dwie części ró- 
wne, i poprowadźmy cięciwy łuków wyni- 
kłych z podziału, a olrzymamy wielokąt fore- 
mny wpisany o dwa razy większćj liczbie 
boków od poprzeduiego. Dzielenie łuków na 
dwie części równe posuwajmy, dopóki nie 
dojdziemy do łuku mniejszego od DBE. Niech 
takim łukiem będzie MBN (przypuszczamy że 
jego środkiem jest B), widocznie że cięciwa 
MN jest bardzićj oddalona od środka jak DE, 
iże tém samém wielokąt, którego bokiem 
jest MN, nie może spotkać okręgu koła za-- 
króslonego promieniem CA. 
„Toż samo założywszy, połączmy punkt G 
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zM iN liniami CM i CN, które przetną się - 
ze styczną w punktach P i Q; PQ będzie © 
bokiem wielokąta opisanego na mniejszym 
okręgu koła, i ten wielokąt będzie podobny 
wiełokątowi wpisanemu w koło większe, któ- 
rego bokiem jest MN. Ponieważ CP jest 
mniejsze od CM, przeto wielokąt opisany ni- ` 
gdzie bokami swómi nie spotka się z okrę- 
giem większym. 

A zatóm za pomocą jednego wykróślenia, 
można dojść do wielokąta wpisanego w koło 
większe, i wielokąta opisanego na kole 
mniejszćm, których obwody będą zawarte 
między okręgami dwóch kół spółśrodkowych. 

Uwaga. Mając dwa wycinki spółśrodkowe 
FCG i JCH, można w większy z nich wpisać. 
część wielokąta foremnego, albo tóż na mniej- 
szym opisać 'część wielokąta foremnego , tak 
że obwody obu części będą zawarte między 
— dwóma okręgami: dla tego dość będzie dzie- 
lić łuk na 2, 4, 8 i td. części równych, dopó- 
ki nie dojdziemy do części mniejszćj od DBE. 
Częścią, albo wycinkiem wielokąta foremne- 
go mazywamy figurę ograniczoną szeregiem 
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cięciw równych , wpisanych w łu: FG od je- 
dnego końca jego do drugiego. Ta część ma 
główne własności wspólne z wielokątami fo- , 
remnómi: kąty, a także i boki jéj są sobie 
równe, można ją wpisać i opisać na kole; 
wszakże ona w ścisłóm znaczeniu wyrazu, nie 
stanowi pewnćj części wielekąta foremnego, 
wyjąwszy jeżeliby łuk przez jéj bok podpar- 
ty, był jakąbądź częścią całego oxręgu koła, 


(PODANIE XI. 
Twierdzenie. | 


Okręgi kół mają się do siebie jak ich pro- 
mienie, a powierzchnie jal kwadraty z tychże 
promieni. 4 i 

Dla skrócenia, oznaczmy przez okr. CA (ñg. 
170), okrąg koła, którego promieniem jest 
CA; mówię, że będzie: okr. CA : okr. OB = 
CA:OR. , | 

Jeżeliby bowiem ta proporcya nie miała 
miejsca, natenczas miałoby się CA do OB, 
jak się ma okr. CA do wyrazu czwartego, wię- 


1 
% 
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kszego, lub inniejszego od okr. OB; przy- 
puśćmy, że wyraz czwarty powinien być 
mniejszy, i dajmy na to że jest: CA:OB== 
okr. GA : okr.OD. Wpiszmy w koło opisane 
promieniem OB, wielokąt foremny EFGKLE, 
któregoby boki nie dotykały okręgu opisane- 
go promieniem OD (pod. 10), a w koło, któ- 
rego promieniem jest CA, wpiszmy wielokąt 
MNPSTM podobny tamtemu. a. 
To założywszy, ponieważ wielokąty są po- 
dobne , przeto ich obwody mają się do siebie 
jak promienie CA i OB kół na nich opisa- 
nych (pod. 8),'i będzie MNPSTM : EFGKLE 
==(A:OB; że zaś podług przypuszczenia 
jest CA:OB==okr.CA :okr.OD, więc 
MNPSTM : EFGKLE = okr. CA : okr. OD. 
Lecz ta proporcya nie "może mićć miejsca, 
gdyż obwód MNPSTM jest mniejszy od okr. 
GA (pod. 9), a obwód EFGKRLE jest większy 
od okr.DO ; azatóm nie może być, aby się 
miało GA do OB, jak się ma okr. CA do 
okręgu mniejszego od okr. OB, czyli mówiąc 
ogóinićj, nie może być, aby się miał jeden 
-promień do drugiego, jak się ma okrąg opi- 
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sany pierwszym promieniem, do okręgu 
koła opisanego promieniem mniejszym *od 
drugiego. 

Ztąd wnoszę, że także nie może się mićć 
CA do OB, jak okr. CA do okręgu większe- 
go od'okr. OB ; gdyż jeżeliby taka proporcya 
miała miejsce, zmieniwszy porządek między 
wyrazami, olrzymalibyśmy że tak się ma OB. 
do CA, jak okrąg koła większy od okr. OB 
do okr. CA; a zalćm miałby się promień do 
drugiego promienia, jak okrąg koła opisany 
pierwszym promieniem do okręgu koła opi- 
sanego promieniem mniejszym od drugiego, 
co być nie może jak to wyżćj dowiedziono. 

Ponieważ czwarty wyraz proporcyi CA: 
OB =ekr. CA: X. nie może być ani większy 
od okr. OB, ani mniejszy od niego, przeto 
okręgi kół mają się do siebie w stosunku 
swoich promieni. 

Rozumowanie i wykróslenie zupełnie po- 
dobne posłużyłoby do okazania, że powierz- 
chnie kół mają się do siebie, jak kwadraty 
z ich promieni. i 

Nie wejdziemy w dalsze szczegóły osta- - 
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tniego twierdzenia, które jest wnioskiem 
z twierdzenia następującego. 

Wniosek. Łuki podobne (fig. 171) AB i 
DE mają się do siebie. -jak promienie AG i 
DO, a wycinki podobne ACB i DOE mają 
się do siebie, jak kwadraty z tych samych 
promieni. 

Gdyż, dla podobieństwa łuków kąt C jest 
równy kątowi O (opis. 8, ks. III), a zatóm © 
tak się ma kąt C do cztćrech kątów prostych, 
jok się ma łuk AB do całego okręgu koła, 
opisanego promieniem AC (pod. 17, ks. II), 
i tak się ma kąt O do cztćrech kątów pro- 
stych, jak się ma łuk DE «o całego okręgu 
koła, opisanego promieniem OD; ponieważ 
zaś łuki AB i DE mają się do siebie jak 
okręgi kół, których one są częściami, a okrę- 
gi kół mają się do siebie jak ich promienie, 
przeto łuk AB :łuk, DE = AC : DO. 

Dla téj samćj przyczyny wycinki ACB i 
DOE mają się do siebie jak cale koła, a koła 
jak kwadraty z promieni, przeto wyc. ACB: 
wyc. DOE = AC? : DO? 
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PODANIE XII. i 
Twierdzenie. 


t 

Powierzchnia koła jest równa iloczynowi 
z jego okręgu przez pół promienia. 

Oznaczmy przez pow. CA (fig. 172) po- 
wierzchnię koła opisanego promieniem CA; 
mówię że pow. CA = 3 CA X okr. CA. 

Jeieli bowiem 4CAXokr.CA nie jest 
miarą powierzchni koła, którego promieniem 
jest CA, natenczas ta ilość będzie miarą koła 
większego, lub mniejszego. Przypuśćmy że 
jest miarą koła większego i niech będzie, je- 
żeli to być może; 4 CA Xokr.CA —=pow CB. 

Na kole którego promieniem jest CA, opi- 
szmy wielokąt foremny DEFG..., któregoby 
boki nie przecinały okręgu koła opisanego 
promieniem CB (po. 10); powierzchnia wielo- 
kąta jest równa jego obwodowi DE+EF+ 
FG+ it. d., pomnożonemu przez ZAC (po. 1), 
ie sas obwód wielokąta, jako linia otaczają” 
ca, jest większy 'od okręgu koła weń wpisa= ' 
nego, przeto miara powierzchni wielokąta 

: 18 
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DEFG .. jest większa od iloczynu ZACX 
okr. AC, który podług przypuszczenia, jest “ 
miarą koła opisanego promieniem CB; więc 
wielokąt byłby większy od koła opisanego pro- 
mieniem BC, gdy tymczasem przeciwnie on 
jest mhiejszy, bo jest w nićm zawarty. Więc 
być nie może, aby 5CAX okr.CA było większe 
od pow. CA, czyli inaczćj, nie może być, aby 
iloczyn z okręgu koła przez pół promienia 
był miarą powierzchni koła większege. 

Powiadam dalćj, że tenże iloczyn nie mo- 
że być miarą powierzchni koła mniejszego: 
aby zas nie zmieniać figury, przypuszczam że 
mamy koło, którego promieniem jest. CB, 
potrzeba okazać że z CBX okr. CB nie może 
być miarą powierzchni koła mniejszego. np. 
koła o promieniu CA. W samćj rzeczy niech 
będzie, jeżeli to być może, z CB X okr. CB 
==pow. CA. 

Uskuteczniwszy takie same wykreślenie 
jak wyżćj , miarą powierzchni wielokąta 
DEFG... będzie (DE--EF+-FG-+ it. d.) X 
ZCA; ponieważ zaś obwód DE+-EF+-FG 
-Hi t d. jest mniejszy od okr. CB, przeto 
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powierzchnia wielokąta jest mniejsza od 
1 CA Xokr. CB. Że zaś ostatnia ilość podług 

przypuszczenia , jest miarą powierzchni koła 

o promieniu CA, przeto powierzchnia wielo- 

kąta byłaby mniejsza od koła weń wpisanego, 

co być nie może; nie może być przeto, aby 

iloczyn z okręgu koła przez pół jego promie- 

nia, służył za miarę powierzchni koła mniej- 

szego. 

Więc makoniec iloczyn z okręgu koła 
przez pół promienia jest miarą powierzchni 
tegoż samego koła. 

Wniosek I. Powierzchnia wycinka koło- 
wego jest równa iloczynowi z łuku; służące- 
go mu za podstawę przez pół promienia. 

Gdyż wycinek (fig. 173) ACB ma się do 
całego koła, jak luk AMB do okręgu ADBA 
(pod. 17, ks. II), lub jak AMBXZAC do- 
ABDAXŻAC. Że zaś powierzchnia koła 
"== ABDA XŻAC, przeto i miarą powierz- 
chni wycinka ACB jest AMB X ŁC. 

AL Oznaczmy głoską 7 okrąg koła, któ- 
rego średnica jest równa jedności; ponieważ 
okręgi kół mają się do siebie jak promienie, 
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lub jak średnice, przeto można ułożyć pro- 
poreyę, tak się ma średnica ł do okręgu 
koła æ, jak średnica 2.CA do okręgu koła 
opisanego promieniem CA, t.j, 1:r==2.CA 
:okr. CA, zkąd okr. CA = 2. 7% XCA. Po- 
mnożywszy obie strony tćj równości przez 
CA, będzie ZCA X okr. C A =7 X CA2, 
czyli pow. CA=xX CA2, a zatóm powierz- 
ehnia koła jest równa iloczynowi z kwadratu 
promienia przez liczbę stałą 7%, która ozna- 
cza okrąg koła w przypuszczeniu żę sredni- 
ea równa l, czyli wyraża stosunek okręgu - 
koła do srednicy. 

Podobnież powierzchnia koła, którego 
promieniem jest OB, będzie równa 47X B02; 
więc a4CA?:ay4BO2==CA2: BO2, a za- 
tém powierzchnie kół mają się do siebie, jak 
kwadraty z ich promieni, co się zgadza 
z twierdzeniem poprzedzającćm. 

Uwaga. Już wyżćj nadmieniono, że zaga- 
dnienie kwadratury koła ma za przedmiot 
wyszukanie kwadratu równego co do powierz- 
chni z kołem, którego promień wiadomy; a 

è 
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' ponieważ wyżćj okazano, że koło jest ró- 
wnoważne z prostokątem z ekręgu koła i 
półowy promienia, a ten prostokąt można 
zamienić na kwadrat z nim równoważny, bio- 
rac Średnio geometrycznie proporcyenalną 
„między dwóma jego wymiarami (pod. 6, ks. 
lil); przeto zadanie kwadratury koła spro- 
wadza się do znalezienia okręgu mając wia- 
domą średnicę; do czego dość jest mieć wia- 
domy stosunek okręgu koła do średnicy. 
*. Dotąd oznaczono pomieniony stosunek spo- 
sobem przybliżonym , lecz przybliżenie po- 
sunięto do tego stopnia, że wynalezienie sto- 
sunku ścisłego nie stanowiłoby żadnćj ko- 
rzyści. A nawet przedmiot ten, nad którym 
wiele pracowali geometrowie w czasach, kie- 
dy sposoby'wyszukania przybliżonych warto- 
ści były mnićj wiadome, dzisiaj pozostawióno 
w liczbie tych pytań, które. mogą stanowić 
zatrudnienić ludzi, posiadających zaledwie 
początkowe wiadomości geometryi. 
Archimedes okazał, że stosunek okręgu 
koła do średnicy mieści się między 314 i 
310; takim sposobem 34, albo 32 jest bar- 
18* 
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dzo przybliżoną wartością liczby, którąśmy 
oznaczyli przez z; ta wartość dla swćj pro- 
stości używa się najczęścićj. Melius znalazł 
wartość 7 nierównie bardzićj przybliżoną 
$55. Nakoniec wartość z, znaleziona przez 
iunych uczonych w cyfrach dziesiętnych, jest 
3,14159256535897932.., a nawet nie za- 
brakło cierpliwości niektórym na wyszukanie 
stu dwudziestu siedmiu i stu cztćrdziestu 
cyfr dziesiętnych. Widoczną jest rzeczą , że 
podobne przybliżenie nie ustępuje zupełnćj 
«dokładności, i że nie lepićj nam są znane 
pierwiastki potęg niezupełnych. 

W pastępujących zagadnieniach będą wy- 
łożone dwa najprostsze sposoby elementarne, 
wyszukania przybliżonego stosunku okręgu 
koła do średnicy. 


PODANIE XIII 
Zagadnienie. 


Mając wiadomą powierzchnię wielokąta fo- 
remnego wpisanego i wielokąta foremnego, 
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podobnego tamiemu, opisanego na kole, zna- 
leżć powierzchnię wielokąta foremnego wpi- 
sanego i opisanego o dwa razy większćj li- 
czbie boków. ` 

Niech będzie (fig. 174) AB bokiem danego 
wielokąta foremnego wpisanego, bok EF 
równoległy do AB, bokiem wielokąta podo- - 
bnego opisanego, i C środkiem koła; popro- 
/wadziwszy cięciwę AM i styczne AP r BQ, 
pićrwsza będzie bokiem wielokąta foremnego 
wpisanego w koło o podwójnćj liczbie boków 
względem danego, a dwie drugie bokami 
wielokąta jemu podobnego opisanego (pod. 
6). To założywszy ponieważ toż samo wy- 
kreślenie miałoby miejsce w innych kątach, 
równych kątowi ACM, przeto dość będzie 
uważać kąt ACM y a trójkąty w nim znajdu- 
jące się mićć się będą do siebie jak wieloką- 
ty których one są częściami. Niech będzie A 
powierzchnia wielokąta, którego bokiem jest 
AB; B powierzchnia wielokąta jemu podo- 
bnego opisanego: A! powierzchnia wielokąta, 
którego bokiem jest AM; B' powierzchnia 
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wielokąta podobnego opisanego; A i B są 
wiadome, mamy oznaczyć A! i B'/. 

~l. Trójkąty ACD i ACM mając wspólny” 
wierzchołek A, mają się do siebie jak ich 
podstawy CD i CM; prócz tego te trójkąty 
mają się do siebie jak wielokąty, których one 
są częściami, a zatém A:A'==CD:CM. 
Trójkąty CAM i CME mając wspóloy wierz- 
chołek M, mają się do siebie w stosunku 
swoich podstaw CA i CE, że zoś trójkąty 
CMA i CME mają się do siebie jak wielokąty 
A! i B, których one są częściami, przeto 
A!:B=CA:CE. Że zaś dla równoległości 
linij AD i ME, jest CD : CM==CA : CE, więc 
A:A'==A':B; a zatóm A/, to jest jeden ' 
z wielokątów szukanych, jest średnio geome- 
trycznie proporcyonalny między wielokątami 
danémi A i B, a tém samém mamy : 

A!==VAXB. 

2. Trójkąty CPM i CPE mając wspólną 
wysokość CM, mają się do siebie jak podsta- 
wy PM i PE; że zaś linia GP dzieli kąt MCE 
na dwie części równe, przeto (pod. 17, ks. 
II) PM: PE = CM: CE—=QD : CA =A:A;; 
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więc CPM :CPE==A:A'. i następnie CPM: 
CPM+-CPE albo CME==A:A-+A/. Że zaš 
CMPA, czyli+2.CMP i CME mają się do sie- 
bie jak wielokąty “B'i B, których one są 
częściami, przeto B':B—=2A:A--A'. Po- 
przednio już znaleźliśmy A/, a z ostatnićj 


PAK X . 
proporcyi znajdziemy: PONS więc 


za pomocą wielokątów A i B, łatwo jest 
oznaczyć wielokąty A'i B/, mające dwa razy 
więcćj boków od tamtych. 


PODANIE XIV.. 
Zagadnienie. 


Oznaczyć przybliżony stosunek okręgu 'ko- 
ta do- średnicy. 

Niech będzie promień koła —=i, bok 
kwadratu w nie wpisanego będzie ==)|/2 
(pod. 3), a bok kwadratu opisanego będzie 
równy średnicy 2; a zatóm powierzchnia 
kwadratu wpisanego ==2, a powierzchnia 
kwadratu opisanego ==4. Wiedząc, że 
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A=? i B=4, podług zagadnienia po- 
przedzającego znajdziemy, że powierzchnia 
ośmiokąta wpisanego A!=V 8==2,8284271 
i powierzchnia ośmiokąta opisanego B'= 
aT = 3,3137085. Znając ośmiokąt 
wpisany i opisany, znajdziemy powierzchnie 
wielokątów o dwa razy większćj liczbie boków: 
dla tego uczyńmy znowu A-==2,8284271i 
B—3,3137085, Sony AV AXB 
2.AxB Ë 
= 0614674, |= AA! —=3,1825979. 
Następnie, wielokąty « o 16 bokach posłużą 
do obliczenia wielokątów o 32 bokach, i- 


tak dalej póstępujmy, dopóki nie otrzy- 
mamy dla wielokąta wpisanego i opisane- 
go wartości nie różniących się pomiędzy 
sobą w tylu cyfrach dziesiętaych, w ilu ra- 
chunek uskuteczniono , a w przykładzie obe- 
cnym w siedmiu cyfrach. Doszedłszy do te- 
go wniesiemy, że powierzchnia koła jest ró- 
wna ostatniemu wypadkowi; gdyż koło zawsze 
jest większe od wielokąta w nie wpisanego a 
mniejsze od wielokąta na niém opisanego ; 
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jeżeli więc wielokąty nie różnią się od siebie 
w pewnćj liczbie cyfr dziesiętnych, tém bar- 
dzićj powierzchnia koła nie będzie się różnić 
od powierzchni któregokolwiek wielokąta, w 
tćj saméj liczbie cyfr dziesiętnych wyrażonćj. 

Oto są wypadki z obliczenia wielokątów 
doprowadzone do takich, które nie różnią 
się od siebie w siedmiu cyfrach dziesiętnych. 


Licz: boków. Wiel. wpisany. Wiel. opisany. 


4 . . 2,0000000 . . 4,0000000 
‘8 . . 2,8284271 . . 3,3137085 


16 . 
A> 
64. 
128 .. 
256 . . 
512 .. 
1024 .. 
2048 .. 
4096 . 
8192 . 
16384 . 
-32768 . 


. 3,0614674 . 
3,1214451 , 
. 8,1365485 . > 
3,1403341 .. 
3,1412172 ... 
3,1415138 .. 
3,1415729 .. 
3,1415877 . . 
. 38,1415914 .. 
. 3,1415923 
. 3,1415925. 
. 3,1415926 . 


. 3,1825979 
. 3,1517249 


3,1441184 
3,1422236 
3,1417504 
3,1416321 
3,1416025 
3,1415951 
3,1415933 


. 3,1415928 
. 3,1415027 
. 3,1415926 
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Ztąd wnoszę, że powierzchnia koła, któ- 
rego promień ==1, jest ==3,1415926. Dla 
błędu, który mógł powstać od opuszczonych 
cyfr dziesiętnych, możnaby być w-niejakićj 
wątpliwości eo do ostatnićj cyfry dziesiętnćj; 
lecz rachunek wykonano z 8 cy frami dziesię- 
tnemi, aby być pewnym dokładności wszyst- 
kich cyfr dziesiętnych w wartościach przy- 
wiedzionych. ; 

Ponieważ powierzchnia koła jest równa 
iloczynowi z półowy okręgu przez pro- 
mień, a promień jest i, przeto półokrąg 
= 3,14159-6; jeżeli zaś średnica równa i 
okrąg koła == 3,1415926 ; a zatém stosunek 
okręgu koła do średnicy, który oznaczyliśmy 
wyżćj przez z = 8,1415926. 


PODANIE XV. 


Twierdzenie przybrane. 


Trójkąt (fig. 175) CAB jest równoważny 
trójkątowi równoramiennemu DCE, mającemu 
x nim kąt C wspólny i którego bok CE ró- 
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wny CD jest srednio geometrycznie propor- 
cyonalny między CA i CB. Nadto jeżeli kąt 
CAB jest prosty, prostopadła CF spuszczona 
na podstawe trójkąta równoramiennego , bę- 
dzie srednio geometrycznie proporcyonalna 
między bokiem CA i półową summy boków. 
CA i CB. 

1. Gdyż dla kąta wspólnego C, trójkąt 
ABC tak się ma do trójkąta równoramienne- 
go DCE, jak ACXCB do DCX CE, czyli do 
DC2; przeto te trójkąty są z sobą równowa- 
ine, jeżeli DC? =AGXBC, czyli jeżeli bok 
DC jest srednio geometrycznie proporcyo- 
nelny między AC i BC. i 

2. Ponieważ prostopadła CGF dzieli kąt 
ACB na dwie części równe, przeto AG:GB 
=AQC:(B, zkąd AG:AG+-GB=AC:AGC - 
-+CB ; że zaś AG tak się ma do AB, jak 
trójkąt ACG do trójkąta ACB, albo do 
2.GDF; jeżeli nadto kąt A jest prosty, trój- 
kąty prostokątne ACG i CDF będą podobne 
i dadzą ACG: CDF==AC2: CF2, więc AC?: 
2.0F2— AC: ACH CB. Pomnożywszy wy- 

: : 19 
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razy stosunku drugiego przez AC, poprze- 

dniki będą sobie równe, a tém samém 

2.CF2=ACX(AU+-CB), czyli CF?=ACX 

AC+0B 
9 


): więc 2 jeżeli kąt A jest pro- 


sty, prostopadła CF będzie średnio geome- 
trycznie proporcyonalna między AC i półową 
summy boków AC i QB. o 


PODANIE XVI 
Zagadnienie. | 


Znaleść koło, któreby od wielokąta da- 
nego różniło się tak mało, jak się podoba, - 
Niech będzie np. kwadrat BMNP (fig. 176); 
ze środka C spuśćmy prostopadłą CA na bok 
MB i połączmy punkta G i B linią prostą CB. 

Koło zakreślone promieniem CA będzie 
wpisane w kwadrat, a koło zakreślone pro- 
mieniem CB będzie opisane na tym samym 
kwadracie; pierwsze mniejsze, a drugie wię- 
ksze od kwadratu, idzie zaś o to, aby je 
zbliżyć do siebie. 
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Weźmy CD ICE równe średnio geome- 
trycznie proporcyonalaćj między GA i CB, i 
„poprowadźmy ED; trójkąt równoramienny 
CDE będzie równoważny z trójkątem CAB 
(god. 15); uskuteczniwszy toż samo dla ka- 
żdego z ośmiu trojkątów składających kwa- 
drat, utworzy się ośmiokąt foremny, równo- 
ważny z kwadratem BMNP. Koło zakreślone 
promieniem CF, który jest średnio geometry- 
CA-+CB 


9 , 


-i 


cznie proporcyonalny między CA i 


będzie wpisane w ośmiokąt, a koło zakreślo- 
ne promieniem CD będzie na nim opisane. 
A zatóm koło pierwsze będzie mniejsze a 
drugie większe od kwadratu danego. 
Podobnież zamieniwszy trójkąt prosteką- 
tny CDF na trójkąt równoramienny z nim ró- 
„wnoważny, otrzymamy szesnastokąt foremny 
równoważny z kwadratem danym. Koło wpi- 
sane w ten wielokąt będzie mniejsze, a koło 
_na nim opisane będzie większe od kwadratu y 
danego. ; ; 
I tak daléj można postępować, dopóki sto- 
sunek między promieniem koła wpisanego i 
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promieniem koła opisanego nie będzie różnił 
się tak mało od równości, ile się podoba. Na- 
tenczas jedno lub drugie koło, będzie można 
` uważać jako równoważne z danym kwadratem. 
Uwaga. Oto jest sposób obliczania pro- 
mieni po sobie idących. Niech będzie a pro- 
mień koła wpisanego w jeden z wielokątów 
znalezionych, b promień kola opisanego na 
„tymże wielokącie; niech będą a! ib! promie- 
gie koła wpisanego i opisanego na wielokącie 
o podwójnćj liczbie boków względem tam- 
tego. Podlug tego co okazano, b! jest śŚre- 
dnio geometrycznie proporcyonalne między 
aib,aa! jest średnio geometrycznie pro- 


, tak że mamy 


br=V axt, i Pd Vae Se prze- 


to mając wiadome promienie ai b dla jedne- 
go wielokąta, łatwo znaleść promienie a! i 
b' dla wielokąta następującego, i tak bę- 
dziemy postępowali, dopóki różnica między 
tómi promieniami nie stanie się dostatecznie 
małą, a wtedy jeden lub drugi będzie pro- 


+ 
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mieniem koła równoważnego z kwadratem, lub 
jakimkolwiek danym wielokątem foremnym. 


Sposób ten jest łatwy w użyciu na li- - 
niach, gdyż sprowadza się do wynalezienia 
następnych średnio geometrycznie proporcyo- 
nalnych między liniami wiadomemi, lecz 
jeszcze łatwićj może być zastosowany do 
liczb; ten sposób jest jednym z najdogodniej- 
szych, jakie geometrya elementarna może 
podać na szybkie obliczenie przybliżonego 
stosunku okręgu koła do średnicy. Niech 
będzie bok kwadratu =2, promień pier- 
wszy CA koła wpisanego będzie 1, a pier- 
wszy promień CB koła opisanego będzie 
KŻ, czyli 1,4142136. Uczyniwszy zatóćm 
a=1. i b=1,4142186, znajdziemy: b = 
1,1892071 i a'=1,0986841. Te liczby 
posłużą do obliczenia następujących promieni. 

Oto wypadek rachunku z siedmioma , lub 
ośmioma cyframi  dziesiętnemi, uskute= 
cznionego za pomocą tablic logarytmów 
zwyczajnych. 


19* 
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Promienie kół opis. Promienie kół wpis: 
1,4142136 . . 1;0000000 - 
1,1892071 .. 1,0986841 
1,1430500 . . 1,1210863 
1,1320149 . . 1,1365639 
1,1292862 ... 1,1279257 
1,1286063 . . 1,1282657 

Ponieważ pićrwsza półowa cyfr w warto- 
ściach obu promieni jest jednakowa, przeto 
zamiast średnio geometrycznie proporcyo- 
nalnych można wziąść Średnie arytmetycznie 
proporcyonalne , które różnią się od tamtych 
tylko cyframi następującemi. Takim sposo- 
bem rachunek bardzo się skróci i otrzyma- 
- my wypadki: 

- 1,1284360 1,1283508 

-1,1283934 1,1283721 
«1441283827 1,1283774 
1,1283801 1,1283787 
1,1283794 1,1283791 
1,1283792 1,1283792 . 

Przeto 1,1283792 jest przybliżoną war- 
tością promienia koła równoważnego z kwa- 
dratem, którego bok = 2. Ztąd łatwo ozna- 
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czyć przybliżony stosunek okręgu koła do 
średnicy: gdyż okazano, że powierzchnia ko- 
ła jest równa kwadratowi z promienia po- 
mnożonemu przez liczbę %3; jeżeli więc 
podzielimy powierzchnię 4, przez kwadrat 
z 1,1283792, otrzymamy z; wykonawszy 
działanie znajdziemy 7==3,1415926..., co 
już otrzymaliśmy poprzednio. 


nia a 
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DODATEK DO KSIĘGI IV. 


O NAJWIĘKSZYCH I NAJMNIEJSZYCH ILOŚCIACH. 
$ 


Opis. 


Figurami równoobwodowemi nazywają się 
figury, których obwody są sobie równe. 


PODANIE I. 
"Byk 


Twierdzenie. 


Z pomiędzy wszystkich trójkątów, mających 
równe obwody i wspólną podstawę, ten jest 
największym, którego dwa inne boki są so- 
bie równe. E : 

Niech będzie (fig. 177) AC = CB i AM+- 
MB—=AC--CB, powiadam, że trójkąt ró- 
wnoramienny ACB jest większy od trójkąta 
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AMB, mającego jednakowy z nim obwód i 
wspólną podstawę. 

Z punktu C jako ze Środka, promieniem 
AG==BQ opiszmy okrąg koła, który prze- 
tnie się z przedłużeniem AC w punkcie D, 
połączmy punkt Ð z punktem B, a kąt DBA 
wpisany w półkole będzie prosty (pod. 15, „ 
ks. II). Przedłużmy linię DB ku N, uczymy 
MN==MB, i poprowadźmy AN, nakoniec 
z punktów M i © spuśćmy prostopadle MP i 
CG na DN. Ponieważ CB==CD i MN== 
MB, przeto AC-+- CB==AD, i AM--MB—= 
AM--MN. Że zaś AC--CB==AM+-MB, 
więc AD=ZAM--MN i lém samém AD> i 
AN; ponieważ pochyła AD jest dłuższa od 
AN, przeto BD >> BN (pod. 12, ks. I), więc 
BG jako półowa linii DB, będzie większa od 
BP półowy linii BN. Trójkąty ABC i ABM 
mające wspólną podstawę AB, mają się: do 
siebie jak ich wysokości BG i BP, że zaś BG 
> BP, więc trójkąt równoramienny ABG 
jest większy od trójkąta nierównoramienne- 
go AMB, mającego takiż sam obwód i wspól- 
ną z nim podstawę. $ 
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PODANIE IL 
Twierdzenie. czas 


Wielokąt równoboczny jest największy 
z pomiędzy wielokątów równoobwodowych. 

Gdyż niech będzie (fig. 178) wielokąt 
największy ABCDEF; jeżeli bok jego BG nie 
jest równy CD, wystawmy na BD trójkąt 
równoramienny BOD równoobwodowy zBCD: 
trójkąt BOD będzie większy od BCD (pod. 1), 
a następnie wielokąt ABODEF większy od 
ABCDEF ; przeto ostatni nie byłby najwię- 
_ kszy ze wszystkich, mających jednakowy z nim 
obwód i jednakową liczbę boków, co się sprze- 
ciwia założeniu. Powinno więc być BC—=0D, 
dla tej samćj przyczyny będzie: GD==DE, 
DE=EFi t. d.; więc wszystkie boki wielo- 

kąta największego są sobie równe, 


PODANIE II. 
Twierdzenie. 


Z pomiędzy wszystkich trójkątów, w któ* 
rych dwa dane boki tworzą kąt upodobany, 
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największy jest ten, w którym te dwa boki 
czynią kąt prosty. 

Niech będą trójkąty BAC i BAD (fig. 179) 
mające bok AB wspólny i bok ACAD; 
mówię że jeżeli kąt BAC jest prosty, trójkąt 
BAC będzie większy od trójkąta BAD, w któ- 
rym kąt A jest ostry, lub rozwarty. 

Ponieważ podstawa AB jest wspólna 
przeto trójkąty BAC-i BAD mają się do sie- 


bie w stosunku swoich wysokości AG i DE 


że zaś prostopadła DE jest krótsza od po- 
chyłćj AD; czyli jéj równćj AC, przeto trój- 
kąt BAD jest mniejszy od trójkąta BAC. 


PODANIE IV. 
Twierdzenie. 


Z pomiędzy wszystkich wielokątów ograni- 
czonych przez boki dane i ostalni dowolny, 
ten jest największy, którego wszystkie wierz- 
chołki są na półokręgu koła mającego za 
średnieg bok nieozńaczony. mę 

Niech będzie wielokąt ABCDEF (fig. 180) 
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największy z pomiędzy wielokątów utworzo- ` 
nych przez boki dane AB, BC, CD, DE i 
EF, i ostatni dowolny AF; „wadia nijmy 
przekątne AD'i DF, Jeżeliby. kąt ADF nie 
był prosty, natenczas uczyniwszy kąt ADF 
prostym możnaby było podług twierdzenia po- 
przedzającego, powiększyć trójkąt ADF, przez 
co powiększyłby się i wielokąt ABCDEF ; że 
zaś założono, że wielokąt ABCDEF doszedł 
do swojćj największości i że tém samém po- 
większyć się nie może , przeto kąt, ADF jest 
prosty, a jego wierzchołek D znajduje się na 
półokręgu , którego średnicą jest AF, Toż 
samo rozumićć o kątach ABF, ACF i ARF; 
więc wszystkie wierzchołki A, B, C, D, E i 
F wielokąta największego, znajdują się na 
półokręgu koła, którego średnicą jest bok 
nieoznaczony AF. 
Uwaga. To twierdzenie nastręcza pyta- 
„nie: czyli mając dane wszystkie boki prócz 
ostatniego, który jest niewiadomy, można 
z nich kilkoma sposobami utworzyć wielokąt 
taki, aby ostatni bok był średnicą półkola, 
E któreby inne boki były wpisane. Wprzód 
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nim rozwiążemy to pytanie uważmy, że je- 
żeli jedna i ta sama cięciwa AB (fig. 181) 
podpićra łuki opisane różnémi promieniami 
AG1AD, natenczas z pomiędzy kątów opartych 
ramionami o tę cięciwę, a mających wierz- 
chołki w środkach kół, ten będzie mbiejszy, 
który się znajduje w kole opisanćm promie- 
niem większym, t. j. ACB << ADB. W samćj 
rzeczy kąt ADO==ACD-+-CAD (pod. 32, 
ks. I), przeto ie pomnożywszy 
obie ilości przez 2, ligdrig ARAR: a 


PODANIE YV. 
Twierdzenie. 


Mając dane boki wielokąta i ostalni nie- 
h wiadomy, mający być srednicą półkola, w 'któ- 
reby inne boki były wpisane, tylko jednym 
sposobem można z nich ulworzyć wielokąt 
ABCDEF. ! 4 
Przypuśćmy (fi. 180) albowiem, że znale- | 
ilismy koło, które odpowiada na zagadnienie; 
jeżeliby wzięto koło większe, cięciwy AB, 
20 
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BC, CD it. d. odpowiadałyby katom środko- 
wym mniejszym; a zatém summa kątów środ- 
kowych- byłaby mniejsza od dwóch kątów 
prostych, i tém samém końce boków danych- 
nie schodziłyby się z końcami średnicy. Prze- 
ciwna niedorzeczność miałaby miejsce, gdyby 
wzięto koło mniejsze; a zatém w mowie bę- 
dący „wielokąt może być tylko w jedno koło 
wpisany. 
Uwaga. Można podług upodobania zmie- 
uiać porządek między bokami AB, BC, CD 
i t. d., lecz średnica koła i powierzchnia 
wielokąta zawsze pozostaną też same; gdyż 
jakikolwiek będzie porządek łuków AB, BC 
it d., jeżeli tylko ich summa stanowi pół 
okręgu, wielokąt mieć będzie jednakową po- 
wierzchnię, która jest równa półkolu zmniej- 
szonemu odcinkami AB, BC i t, d., których 
powierzchnia zawsze będzie jednakowa. 


PODANIE VI. 
Twierdzenie. 
Z pomiędzy wielokątów utworzonych przez 


ogł 
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boki dane, ten jest największy, który może 
być wpisany w koło. 
- Niech będą wielokąty ABCDEF (fig. 192) 
i abedef utworzone przez boki dane, z któ- 
rych pierwszy może, a drugi nie może być 
wpisany w koło; mówię, że wielokąt pier- 
wszy jest większy od drugiego. 
Poprowadźmy średnicę EM, połączmy 
punkt M z A iB liniami AM i MB, na ab = 
AB nakreślmy trójkąt abm równy ABM i 
poprowadźmy em. n 
Na zasadzie podania IV, wielokąt EFGAM 
jest większy od efgam, jeżeli ten ostatni nie 
może być wpisany w półkole , którego -śre- 
dnicą jest bok em, w przypadku zaś przeci- 
wnym dwa wielokąty podług pod. V, byłyby 
sobie równe. Dla podobnćj przyczyny wielo- 
kąt EDCBM jest większy od edcbm, z wa- 
runkiem podobnym poprzedniemu, w braku 
którego dwa wielokąty byłyby sobie równe. 
A zatóm cały wielokąt EFGAMBCDE jeżeli nie 
jest równy, musi być większy od efgambcde; 
ie zaś wielokąty EFGAMBCDE i efgambede 
bie są sobie równe, gdyż jeden z nich jest 
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wpisany w koło, a drugi podług założenia nie © 
może być wpisany; a zatóm wielokąt pierwszy 
jest większy od drugiego. Odjąwszy z obu 
stron trójkąty równe ABM i abm, pozostanie 
wielokąt wpisany ABCDEFG większy od wie- 
lokąta abedefg , którego wpisać nie można. 

Uwaga. Podobnie jak w pod. V można 
okazać , że jedno jest tylko koło, i tém sa- 
mém jeden wielokąt największy, który czyni 
zadosyć pytaniu; powierzchnia zaś tego wie- 
lokąta pozostałaby zawsze jednakowa, jaki- 
kolwiek afiona porządek między jego 
bokami. 


PODANIE VIL 
reie 


Z pomiędzy wielokątów równoobwodowych, 
mających jednakową liczbę boków, wielokąt 
foremny jest największy. i 

Gdyż podług twierdzenia I!, boki wielo- 
kąta największego są sobie równe, a podług 
twierdzenia poprzedzającego on może być 


.V 
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wpisany w koło, przeto wielokąt foremny 
jest największy. 


PODANIE VIII. 
Twierdzenie. 


Dwa kąty, mające wierzchołki w srodkach 
kół różnych, mają się do siebie, jak łuki 
zawarte między ich ramionami, podzielone 
przez promienie tychże kół, 

To jest: tak się ma kąt C (fig. 183) do kąta 

; AB DE 
O jak stosunek AG do stosúnkn DO Z pun- 


ktu O promieniem OF równym AC, opiszmy 
łuk FG, zawarty między przedłużonemi ra- 
mionami OD i OE; ponieważ promienie AG 
i OF są sobie równe, będzie €C : O==AB:FG 
(pod. 17, ks. II), czyli = FO 
luki EG i DE są sobie podobne, przeto (pod. 


Że zaś 


> G 
11) FG:DE—=FO0:DO; więc stosunek = 


20* 
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1 
` 


jest równy stosunkowi ag té samém 
Wn 1 —— a a 
4 y DO’ m 4 m 


AB DE 


mamy: €: Oz DO 


PODANIE IX. 
"Twierdzenie. - 


Z dwóch wielokątów równoobwodowych fo- 
remnych ten jest większy, który ma większą 
liczbę boków. 

Niech będzie DE (fig. 184) półową boka 
jednego z dwóch wielokątów, a O jego śro- ` 
dkiem i OE promieniem koła weń wpisane- 
go; niech będzie AB półową boku drugiego 
wielokąta, C jego środkiem i CB promieniem 
koła weń wpisanego. Zakładamy że środki 
O i C są w dowolućj odległości od siebie, a 
promienie kół wpisanych OE i CB leżą 
w linii prostój OC, tak że kąty DOE i ACB 
są-półowami kątów środkowych wielokątów; 
ponieważ zaś te kąty nie są sobie równe, 
linie CA i OD będąc przedłużone, przetną się 
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z sobą gdziekolwiek, np. w punkcie F ; z te- 
go punktu spuśćmy prostopadłą FG na OC, 
z punktów O i C jako ze środków, opiszmy 
łuki GJ i GH, kończące się narbokach OF 
i CF. 
To założywszy podług twierdzenia poprze- 
J 
dzającego będzie O: C= ad 
DE tak się ma do obwodu pierwszego: wie- 
„lokata, jak kąt O do cztćrech kątów pro- 
stych , przeto dla równości obwodów wielo- 
kątów, będzie DE : AB = 0: C, «czyli DE R 
GJ GH 


AB EG qg? Pomnożywszy poprzedniki 


przez OG a następniki przez CG, będzie: DE 
XOG:ABXCG—GJ;GH. Lecz trójkąty 
podobne ODE i OFG dają OE: OG =DE: 
FG, zkąd DEX 06-=OEXFG; podobnie. f 
"znajdziemy ABX CG=CBXFG; a zatémń 
OEXFG:CBXFG=GJ:GH, czyli OE: 
CB==GJ:GH. Jeżeli.więc okażemy, że łuk 
GJ jest większy od GIF, to ztąd wypadnie 
„że QE jest większe od CB. 

'Zdrugićj strony boku GF nakrćslmy fi- 
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gurę CKa równą figurze CGz, gdzie CK = 
CG , kąt HCK = HCG, i łuk Ke = zG; li- 
nja krzywa KæG otoczy łuk KHG i zatém 
będzie większa od niego (pod. 9); więc pó- ; 
łowa téj krzywéj, to jesi: Gx, jest większa 
od GH półowy łuku GHK, i tém bardzićj 
GJ jest większe od GIT. 

Ztąd wynika że OE jest wieksze od CB, 
że zaś dwa wielokąty, mające równe obwody, 
mają się do siebie jak promienie kół wpisa- 
nych (pod. 7), przeto wielokąt, którego pó- 
łową boku jest DE, jest większy od wielo- 
kąta, którego półową boku jest AB; że zaś 
piórwszy ma więcćj boków, gdyż jego kąt 
środkowy jest mniejszy, przeto nakoniec 
z dwóch wielokątów równoobwodowych fo- 
remnych ten jest większy, który ma większą 
liczbę boków. 

Koło jest większe od wszelkiego wielokąta 
z nićm równoobwodowego. 

Już dowiedziono, że z pomiędzy wieloką- 
tów równoobwodowych o iednakowćj liczbie 
boków, wielokąt foremny jest największy, a 
zatóćm idzie już tylko o porównanie koła z ja- 
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kimbądź wielokątem foremnym z nićm ró- - 
wnoobwodowym. Niech będzie (fig. 185) 
AJ półowa boku tego wielokąta, a C jego 
Środek” Niech będzie w kole równoobwo- 
dowóm kąt DOE == ACJ , a tém samém łuk 
DE równy AJ. Wielokąt P tak się. ma do 
koła C jak trójkąt ACJ do wycinka ODE; a 
zatóm będzie-P:CzzzAJXCJ:zDEXOE 
= CJ: OE. Przez punkt L poprowadźmy sty- 
czną EG, która przetnie się z przedłużeniem 
OD w punkcie G; trójkąty podobne ACJ i 
GOE dadzą proporcyę: CJ:OE—=AJ, czyli 
LE:GE, więc P:Cz=DE:GE, albo jak 
się ma DEX z OE, które jest miarą wycinka 
DOE, do GEXZ0E, które jest miarą 
trójkąta GOE ; że zaś wycinek jest mniejszy 
od trójkąta, przeto P jest mniejsze od C: 
więc koło jest większe od wszelkiego wie- 
lokąta z nićm równoobwodowego. 
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stron: wiersz zamiast poprawić 
5 11 42. „46 
11 .6 wszzstkie wszystkie 
12 11 34 11! 
50 8 katów kątów 
14 1 luk łuk 
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133 
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18 po wyrazie: zawartemi, dodać: mię- 
dzy Qi ł, a kąty rozwarte 
liczbami zawartemi między 


8 prez ':- przez 
1 prostopadła prostopadłe 
23 A 
17 ednakową jednakową 
11 AD AE 
5 inie linie 
4 po wyrazie równe położyć przecinek 
20 G Fx 
19 Podaniel. Podanie XXIX. 
10 fig. 139 fig. 140 
15 sposób rodzaj 
4i5 fig. 150 fig. 152 
w przypisku wiersz 9, po wyrazie w ogól- 


mości o, powinno być 2*--1; toż samo 
w wierszu ostatnim po wyrazie byleby. 
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